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WP YW CHARAKTERYSTYK FAL POWODZIOWYCH
ORAZ ZLEWNI NA PARAMETRY SYNTETYCZNYCH

HYDROGRAMÓW JEDNOSTKOWYCH BETA
I WEIBULLA
____________

IMPACT OF FLOOD WAVE CHARACTERISTICS
AND CATCHMENTS ON THE PARAMETERS

OF THE SYNTHETIC UNIT HYDROGRAPHS - BETA
AND WEIBULL DISTRIBUTION

Streszczenie

W artykule dokonano oceny mo liwo ci opisu obserwowanych hydrogra-
mów jednostkowych za pomoc  syntetycznych hydrogramów jednostkowych wy-
ra onych w funkcji rozk adu prawdopodobie stwa beta i Weibulla w przekrojach:
Gorliczyna na Mleczne, Iskrzynia na Morwawie, Jas o na Jasio ce i Brze nica na
Wielopolce. Podstaw  przeprowadzonej analizy by y obserwowane hydrogramy
z wielolecia 1980-82 z pó roczy letnich i zimowych. W a ciwa analiza bazowa a
na  hydrogramach jednostkowych opisuj cych odp yw bezpo redni ze zlewni. Pa-
rametry kszta tu i skali obu analizowanych funkcji okre lono za pomoc  funkcji
celu bazuj cej na minimalizacji ró nicy pomi dzy obserwowanym i symulowa-
nym przep ywem w kulminacji dla analizowanego epizodu. Poprawno  opisu fal
jednostkowych analizowanymi funkcjami testowano za pomoc  wspó czynnika
efektywno ci Nasha i Sutcliffe. Analiza wykaza a, e funkcja beta i Weibulla do-
brze opisuj  analizowane hydrogramy jednostkowe (nieznacznie lepsze rezultaty
oblicze  uzyskano dla funkcji beta). Zaledwie w 27% wszystkich analizowanych
epizodów jako  modeli by a niesatysfakcjonuj ca. W przypadku obu funkcji
warto ci przep ywów w kulminacji najsilniej uzale nione s  od parametru skali .

S owa kluczowe: hydrogramy jednostkowe, syntetyczny hydrogram jednostkowy
funkcja beta i Weibulla
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Summary

The article evaluated the possibility of description of the observed unit hy-
drographs using the synthetic unit hydrographs defined by beta and Weibull prob-
ability distributions in the following sections: Gorliczyna on the Mleczka river,
Iskrzynia on the Morwawa river, Jas o on the Jasio ka river and Brze nica on the
Wielopolka river. The performed analysis was based on the observed hydrographs
from the multi-year period of 1980-82 from the summer and winter half-years. The
analysis itself was based on the unit hydrographs describing the direct outflow
from the catchment. The shape and scale parameters of both analyzed distribu-
tions were defined using a function that based on minimization of the difference
between the observed and simulated flow during the culmination of the analyzed
episode. The correctness of the unit waves description by the analyzed distribu-
tions was tested using the Nash and Sutcliffe efficiency coefficient. The analysis
indicated that the analyzed unit hydrographs are well described by the beta and
Weibull distribution (slightly better results of calculations were obtained for the
beta distribution). The quality of the models was unsatisfactory only for 27% of all
analyzed episodes. For both functions the relationship observed between flow val-
ues in the culmination and the  scale parameters was the strongest.

Key words: unit hydrographs, synthetic unit hydrograph - Weibull and beta distri-
bution

WPROWADZENIE

W praktyce hydrologicznej jednym z najtrudniejszych zagadnie  jest opra-
cowanie metody transformacji opadu w odp yw powierzchniowy. Trudno  ta
jest spowodowana wp ywem wielu czynników na proces transformacji opadu.
Powszechnie do transformacji opadu w odp yw wykorzystuje si  tzw. hydro-
gramy jednostkowe. Po raz pierwszy zosta y one opisane przez Shermana [Pon-
ce 1989]. Pod tym poj ciem rozumiemy reakcj  zlewni na opad efektywny
o wysoko ci 1 mm lub 1 cm w jednostce czasu jednolicie roz o ony na po-
wierzchni zlewni. Coraz powszechniej do praktyki hydrologicznej wprowadza
si  tzw. syntetyczne hydrogramy jednostkowe, w których parametry ustalane s
w oparciu o charakterystyki zlewni. Maj  one szczególne zastosowanie w zlew-
niach niekontrolowanych. Przegl d syntetycznych hydrogramów jednostkowych
mo na znale  np. w [Flood … 1999]. Jedn  z powszechniej stosowanych metod
aproksymacji hydrogramów jednostkowych jest ich wyg adzenie krzyw  dopa-
sowywan  manualnie do charakterystycznych punktów na hydrogramie [Singh
1988]. Przyk adem takiego hydrogramu jednostkowego jest model Snydera.
Z kolei National Resources Conservation Services (dawniej SCS) wprowadzi o
uproszczanie kszta tu hydrogramu jednostkowego, przekszta conego do postaci
bezwymiarowej do trójk ta i na tej podstawie ustalenie jego parametrów [SCS
1972]. Syntetyczne hydrogramy jednostkowe mo na wyra a  tak e w postaci
funkcji g sto ci rozk adu gamma, np. model Nasha [Nash 1954] czy McEnroe
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[Ciepielowski, Bodulski 2010] oraz rozk adu beta [Haktanir i in. 1990]. Innym
przyk adem podawanym przez Ciepielowskiego [1987] jest opis bezwymiaro-
wych hydrogramów jednostkowych za pomoc  sk adanej funkcji Pearsona IV
i V typu.

Celem pracy jest próba opisu 24 godz. (dobowych) hydrogramów jednost-
kowych okre lonych dla wybranych przekroi wodowskazowych za pomoc
funkcji g sto ci rozk adu beta i Weibulla stanowi cych tzw. syntetyczne hydro-
gramy jednostkowe. Dodatkowo przeanalizowano wp yw charakterystyk zlewni
i parametrów hydrogramów jednostkowych na parametry rozk adów beta
i Weibulla.

CHARAKTERYSTYKA OBSZARU BADA

Mleczka bierze swój pocz tek na Pogórzu Dynowskim zbudowanym
z upków i piaskowców kredowych i trzeciorz dowych. Maksymalne wzniesie-
nia w górnej partii zlewni osi gaj  380-420 m n.p.m. w obr bie zlewni wyst -
puje g sta sie  rzeczna. Powierzchnia zlewni Mleczki wynosi 522 km2, d ugo
g ównego cieku jest równa 43,2 km.

ród a Morwawy zlokalizowane s  w Beskidzie Niskim, na zboczu niewy-
sokiego pasma górskiego, o wysoko ciach dochodz cych do 700 m n.p.m. Do
miejscowo ci Rymanów ma charakter górskiego potoku. Poni ej Rymanowa
Morwawa wp ywa do Do ów Jasielsko-Sanockich. Powierzchnia zlewni jest
równa 108 km2.

Wielopolka bierze swój pocz tek na Pogórzu Strzy owskim, które nast p-
nie opuszcza ko o Ropczyc i wp ywa do Kotliny Sandomierskiej. Powierzchni
zlewni do wodowskazu Brze nica wynosi 484 km2, a d ugo  cieku jest równa
53,7 km.

Jasio ka wyp ywa z Beskidu Niskiego. Jej ród a znajduj  si  na stokach
Kanasiówki na wysoko ci oko o 750 m n.p.m. Wy sze partie zlewni s  zalesio-
ne. W partiach ród owych dolina Jasio ki ma charakter prze omu ze stromymi
stokami. Powierzchnia zlewni wynosi 513 km2, a d ugo  cieku g ównego
75,9 km [Podzia  … 1983].

MATERIA  I METODY

Podstaw  do przeprowadzenia oblicze  by y zaobserwowane hydrogramy
wezbra  z pó rocza letniego i zimowego w przekrojach wodowskazowych: Gor-
liczyna na Mleczce, Iskrzynia na Morwawie, Jas o na Jasio ce i Brze nica na
Wielopolce. Dane te obejmowa y wielolecie 1980-82 i pochodzi y z Roczników
hydrologicznych dla dorzecza Wis y. Z ka dego roku wspominanego wielolecia
wybrano najwy sze wezbranie z pó rocza zimowego i letniego. Do dalszych
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analiz wybrano tylko wezbrania charakteryzuj ce si  pojedyncz  fal . Wyselek-
cjonowane hydrogramy odp ywu ca kowitego pos u y y do okre lenia hydro-
gramów jednostkowych. W tym celu w pierwszej kolejno ci dokonano rozdzia u
hydrogramu na cz  zwi zan  z odp ywem bezpo rednim (sp yw powierzch-
niowy i ródpokrywowy wywo any opadami deszczu) oraz podstawowym spo-
wodowanym zasilaniem wodami gruntowymi. Rozdzia u dokonano wed ug
metody opisywanej przez Belete [2009] polegaj cej na poprowadzeniu linii pro-
stej od punktu na hydrogramie od którego zaczyna si  intensywny wzrost prze-
p ywów do punktu prze amania na cz ci opadaj cej hydrogramu, stanowi cego
przeci cie si  stycznych do ramienia opadaj cego i do krzywej recesji. Maj c
okre lone rz dne hydrogramu odp ywu bezpo redniego obliczono jego obj to
oraz wysoko  warstwy odp ywu. Dziel c rz dne hydrogramu odp ywu bezpo-
redniego przez wysoko  warstwy odp ywu uzyskano hydrogramy jednostko-

we. Z uwagi na dost pne dane uzyskano 24 godz. (dobowe) hydrogramy jed-
nostkowe. Okre lono podstawowe parametry hydrogramów jednostkowych:
przep yw w kulminacji qp, czas do kulminacji Tp, czas trwania hydrogramu Tb.
Dodatkowo obliczono smuk o  hydrogramu  wyznaczon  wg wzoru [Ciepie-
lowski 1987]:

  (1)

gdzie:
to – czas opadania,
h, tp – czas wznoszenia h.

Do opisu hydrogramów jednostkowych wykorzystano syntetyczne hydro-
gramy jednostkowe opisane funkcj  g sto ci dla rozk adu beta i Weibulla. Funk-
cje te dane s  wzorami [Bhunya i in. 2007]:

– dla dwuparametrycznego rozk adu beta:

 (2)

– dla dwuparametrycznego rozk adu Weibulla:

 (3)

Parametry kszta tu  i skali  funkcji (2) i (3) okre lono metod  optymali-
zacji tak , aby uzyska  najlepsz  zgodno  obliczonego i obserwowanego hy-
drogramu. Celem optymalizacji jest minimalizacja funkcji celu/b du, która mo-
e by  zdefiniowana ró nymi metodami. W prezentowanych badaniach

zastosowano funkcje celu bazuj c  na minimalizacji ró nicy pomi dzy obser-
wowanym i symulowanym przep ywem w kulminacji dla analizowanego epizo-
du [Ahmad i in. 2009]:
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 (4)

gdzie:
Qobs jest obserwowanym przep ywem w kulminacji,
Qobl jest obliczonym przep ywem w kulminacji.

Efektywno  modelu opisuj ca przebieg symulacji zosta a okre lona rów-
naniem proponowanym przez Nasha i Sutcliffe [Moriasi i in. 2007]:

 (5)

gdzie:
NQ jest liczb  rz dnych hydrogramu,
i jest indeksem zmieniaj cym si  od 1 do NQ,
Qobs jest i-t  rz dn  obserwowanego hydrogramu,
Qsim jest i-t  rz dn  symulowanego hydrogramu,

 jest redni  warto ci  rz dnych obserwowanego hydrogramu.

WYNIKI I DYSKUSJA

W wyniku wst pnej weryfikacji hydrogramów obserwowanych do dal-
szych analiz wybrano tylko 15 przypadków w czterech przekrojach wodowska-
zowych. Przyk adowo, na rysunku 1 przedstawiono porównanie obserwowanego
hydrogramu jednostkowego z uzyskanymi z oblicze  wzorami (2) i (3) w prze-
kroju Gorliczyna na Mleczce. W zdecydowanej wi kszo ci przypadków funkcje
g sto ci prawdopodobie stwa rozk adu beta i Weibulla poprawnie opisywa y
obserwowane hydrogramy 24 godzinne (dobowe), przy czym przebieg obu
funkcji g sto ci by  bardzo podobny. Wyniki dopasowania modelu do danych
uzyskanych z obserwacji przedstawia tabela 1. Przyjmuj c kryteria poprawno ci
opisu rzeczywisto ci przez model zamieszczone w pracy Moriasiego i innych
[2007], w których podano m.in., e proces kalibracji mo na uzna  za zako czo-
ny powodzeniem przy warto ci wspó czynnika efektywno ci Nasha i Sutcliffe
powy ej 65% mo na stwierdzi , e funkcje beta i Weibulla jedynie w 4 przy-
padkach na 15 analizowanych, a wi c w 27% b dnie opisywa y obserwowane
hydrogramy.

W przypadku rozk adu beta oraz Weibulla w 10-ciu przypadkach model
by  bardzo dobry, w 1-nym dobry, w 1-nym satysfakcjonuj cy oraz w 3-ch nie-
satysfakcjonuj cy. Najs absze efekty modelowania uzyskano w przekroju Gorli-
czyna na Mleczce i Iskrzynia na Morwawie z uwagi na cz sto z o ony kszta t
hydrogramu obserwowanego. Mimo podobnych efektów uzyskanych przez oba
modele to jednak hydrogram jednostkowy opisany funkcj  beta uzyska  nieco
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lepsz  efektywno  w stosunku do funkcji Weibulla (w 12-tu przypadkach na
15-cie analizowanych opis hydrogarmu funkcj  beta by  efektywniejszy ni
funkcj  Weibulla). Na uwag  zas uguje fakt, i  mimo zakwalifikowania modeli
jako „niesatysfakcjonuj cy”, to efektywno  funkcji beta w opisie hydrogramu
by a cz sto znacznie wi ksza od obserwowanej dla funkcji Weibulla ( rednio
o 24%).

Rysunek  1. Porównanie obserwowanego i obliczonych hydrogramów jednostkowych
w przekroju Gorliczyna rz. Mleczka

Figure 1. The comparison of the observed and calculated unit hydrographs
in Gorliczyna sections, riv. Mleczka

Podobne badania nad zastosowaniem funkcji prawdopodobie stwa rozk a-
du do opisu obserwowanych hydrogramów jednostkowych prowadzi a Bhunya
ze wspó autorami [2007]. Testowali oni cztery funkcje prawdopodobie stwa: 2,
gamma, beta i Weibulla, którymi aproksymowano obserwowane hydrogramy
w zlewni Mynthu-Leska w Indiach. W wyniku przeprowadzonych bada  stwier-
dzili, e funkcje beta i Weibulla z uwagi na najwi ksz  elastyczno  kszta tu
najlepiej opisywa y obserwowane hydrogramy jednostkowe.

W tabeli 2 podano rednie z pó roczy oraz dla wszystkich analizowanych
hydrogramów cznie, warto ci parametrów hydrogramów jednostkowych oraz
parametrów funkcji beta i Weibulla. Mo na zauwa y , i  w przypadku rozpa-
trywanych zlewni wy szy odp yw obserwowano w przypadku fal z pó rocza
zimowego w stosunku do letniego. Podobna sytuacja ma miejsce je eli chodzi o
czas do kulminacji Tp i czas trwania podstawy hydrogramów jednostkowych Tb.
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W przypadku fal z pó rocza zimowego obserwowano tendencj  do wyst powa-
nia d ugiego czasu wznoszenia w stosunku do opadania (smuk o  mniejsza od
1). Odwrotna sytuacja mia a miejsce w przypadku hydrogramów z pó rocza
letniego. wiadczy to o tym, i  w pó roczu zimowym nast puje wolniejszy
wzrost przep ywów z uwagi na zasilanie cieku g ównie ze sp ywów roztopo-
wych. W pó roczu letnim wyst puje zjawisko typowe w przypadku zasilania
cieku g ównie sp ywami z nawalnych i rozlewnych opadów deszczu, czyli tzw.
wezbra  opadowych, przejawiaj ce si  gwa townym i krótkim czasem wznosze-
nia i powolnym obni aniem przep ywów.

Tabela 1. Wyniki oceny jako ci zastosowanych syntetycznych hydrogramów
jednostkowych

Table 1. The results of quality evaluation of the applied synthetic unit hydrographs

Wspó czynnik efektywno ci
Nasha i Sucktliffa, E [%]Rzeka/Przekrój Data wyst pienia wezbrania
Beta Weibull

Mleczka/Gorliczyna
26.02-10.03.1982
07.03-24.03.1981
21.07-06.08.1980

84,4
40,4
54

78,7
39,2
53,1

Morwawa/Iskrzynia

30.12.1981-13.01.1982
10.07-20.07.1982
28.07-11.08.1981
08.11-30.11.1980

41,8
34,3
89,7
70,1

24,4
24,6
82,4
65,6

Jasio ka/Jas o
25.03-08.04.1982
10.07-20.07.1982
27.07-10.08.1981

87,5
96,5
82,4

91,2
94,2
82,3

Wielopolka/Brze nica

23.02-14,03.1982
26.06-10.07.1982
08.03-19.03.1981
21.07-04.08.1981
02.04-17.04.1980

81,5
90,8
82,1
92,7
88,7

76,9
89,0
84,9
90,8
89,0

Tabela 2. rednie warto ci parametrów charakteryzuj cych hydrogramy jednostkowe
i syntetyczne   hydrogramy w funkcji beta oraz Weibulla

Table 2. The average values of parameters characterizing the unit hydrographs and
synthetic unit hydrographs beta and Weibull distribution

Funkcja beta Funkcja Weibulla
Pó rocze H,

mm
Tp,

godz.
Tb,

godz. smuk o

zima 11,72 72,00 136,00 0,86 4,22 3,75 3,47 0,68

lato 7,49 33,60 124,80 2,80 3,24 5,97 2,19 0,39

rednia 9,80 54,55 130,91 1,74 3,78 4,76 2,89 0,55
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Warto ci parametrów funkcji beta i Weibulla ustalono drog  optymalizacji
poprzez minimalizacj  funkcji celu (4). Mo na zauwa y , i  w przypadku roz-
k adu Weibulla fale z pó rocza zimowego maj  kszta t bardziej sp aszczony,
w stosunku do obserwowanych w pó roczu letnim (warto  parametru  wi ksza
w pó roczu zimowym ni  letnim). Jest to uzale nione od wcze niej opisanej
genezy formowania si  wezbra  w zale no ci od charakteru sp ywu.

 Przyk adowy przebieg optymalizacji parametrów  i  dla funkcji beta
w przekroju Brze nica na Wielopolce przedstawia rys. 2. Z przedstawionego
rysunku daje si  zauwa y , e warto ci przep ywu w kulminacji dla hydrogramu
obliczonego s  silnie uzale nione od warto ci parametru . Przy ni szych warto-
ciach tego parametru wyst puje tendencja do niedoszacowania przep ywów.

Wraz ze wzrostem tego parametru nast puje szybka poprawa rezultatów symu-
lacji (przep ywy obliczone zbli aj  si  warto ciami do obserwowanych). Po
osi gni ciu minimum funkcji celu dalszy wzrost parametru  powoduje przesza-
cowywanie przep ywów obliczeniowych.

Rysunek 2. Przebieg optymalizacji parametrów  i  na przyk adzie funkcji beta
na rzece Wielopolce

Figure 2. The course of  and  parameters optimization demonstrated by beta
distribution on the Wielopolka river

Z przedstawionej zale no ci daje si  tak e zauwa y , e warto ci parame-
tru  wykazuj  mniejszy wp yw na warto ci przep ywów w kulminacji dla ni-
skich warto ci parametru . Wp yw ten ro nie bardzo szybko wraz ze wzrostem
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parametru . W przypadku funkcji beta, zwi kszenie warto ci parametru  po-
prawia wyniki symulacji.

Podobna sytuacja jak wy ej opisana ma miejsce w przypadku funkcji
Weibulla – rys. 3. Ró nice przejawiaj  si  w tym, i  parametr  nie odgrywa
istotnej roli na niedoszacowanie warto ci przep ywów w kulminacji, a wi c do
miejsca gdzie funkcja celu osi ga minimum. Wp yw ten zaczyna si  uwidacz-
nia  przy znacznym wzro cie parametru , a wi c w obszarze, gdzie przep ywy
s  wyra nie przeszacowane (dla wysokich warto ci parametru ). Wtedy zwi k-
szanie warto ci parametru  znacznie poprawia sytuacj . Cytowani wcze niej
Bhunya i inni [2007] wykazali w swoich badaniach podobn  tendencj  – wy szy
wp yw parametrów modelu na przyp yw w kulminacji przy niskich warto ciach
parametru .

Rysunek 3. Przebieg optymalizacji parametrów  i  na przyk adzie funkcji Weibulla
na rzece Wielopolce

Figure 3. The course of  and  parameters optimization demonstrated by Weibull
distribution on the Wielopolka river

Wp yw kszta tu hydrogramów jednostkowych na warto ci parametrów
funkcji beta i Weibulla przedstawiono na rys. 4. W obu przypadkach wyst puje
wyra na tendencja do zmniejszana warto ci parametru  wraz ze zwi kszaniem
smuk o ci fali, a wi c gdy czas wznoszenia jest wyra nie krótszy od czasu opa-
dania. W przypadku obu funkcji zale no  parametru  od smuk o ci fali ma
identyczny przebieg.
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a)                                                     b)

Rysunek 4. Zale no  pomi dzy smuk o ci  obserwowanych hydrogramów
jednostkowych a parametrami funkcji: a) beta i b) Weibulla  w analizowanych

przekrojach
Figure 4. The relation between the slenderness ratio of the observed unit hydrographs

and parameters of distributions: a) beta and b) Weibull in the analyzed sections

Inna sytuacja wyst puje, gdy rozpatrywana jest zale no  mi dzy parame-
trem  a smuk o ci  fali. O ile w przypadku funkcji beta rysuje si  tendencja do
zmniejszania jego warto ci wraz ze zwi kszaniem wska nika smuk o ci fali, to
w przypadku funkcji Weibulla nie obserwuje si  wp ywu zmiany smuk o ci fali
na warto  parametru .

WNIOSKI

1. W przypadku fal jednostkowych z pó rocza zimowego obserwowano
tendencj  do wyst powania d ugiego czasu wznoszenia w stosunku do czasu
opadania. Odwrotna sytuacja mia a miejsce w przypadku hydrogramów z pó ro-
cza letniego. Jest to zwi zane z odmienn  genez  formowania si  wezbra  spo-
wodowan  z innym rodzajem zasilania cieku w obu pó roczach.

2. Funkcje g sto ci prawdopodobie stwa rozk adu beta i Weibulla po-
prawnie opisywa y obserwowane hydrogramy 24 godzinne (dobowe) w anali-
zowanych przekrojach, a przebieg obu funkcji g sto ci by  bardzo podobny.
Obie funkcje jedynie w 27% analizowanych przypadków b dnie opisywa y
obserwowane fale jednostkowe.

3. W przypadku funkcji beta i Weibulla warto ci przep ywów w kulmina-
cji najsilniej uzale nione s  od parametru skali . Wy sze warto ci tego para-
metru, przy jednocze nie ni szych warto ciach parametru kszta tu  sprzyja y
przeszacowywaniu warto ci przep ywów w kulminacji w hydrogramach obli-
czonych stosunku do obserwowanych.
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