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WSTEP

Zapewnienie sukcesu przedsigbiorstwu poprzez podejmowania racjonal-
nych decyzji, w ustawicznie zmieniajacych si¢ warunkach dziatania stawia wy-
sokie wymagania osobom odpowiedzialnym za zarzadzanie. Proces zarzadzania,
bez wzgledu na jego przedmiot nierozlacznie zwiazany jest z procesem podej-
mowania decyzji, a w skutecznym zarzadzaniu podjete decyzje musza byc
optymalne.

W historycznym procesie tworzenia si¢ nauki o zarzadzaniu i kierowaniu,
wyodrgbniane sg trzy zasadnicze szkoty rozwoju tej dyscypliny skoncentrowane
na przedmiotowo roztozonych kierunkach aktywnosci menedzerow. Kazda
z nich w swoim zamierzeniu ma doprowadzi¢ do wigkszej sprawnosci organiza-
¢ji. Jednym z takich kierunkéw jest szkota klasyczna zarzadzania, podzielona
na dwie subkategorie: naukowa organizacjg pracy i 0goélng teori¢ administracji.
Teoretycy naukowej organizacji pracy zajmowali si¢ zagadnieniem podnoszenia
wydajnosci pracownikow wykonawczych, natomiast teoretycy administracji
zajmowali si¢ cala organizacja i sposobami zwigkszenia jej skuteczno$ci. Inni
teoretycy koncentruja swoja uwage na osiaganiu celow organizacji przez pracg
z ludzmi, koncentrujac si¢ na zasobach ludzkich organizacji, na motywacji
1 przywodztwie (szkota behawioralna). Trzecim wreszcie kierunkiem w zarza-
dzaniu jest kierunek ilosciowy zwany czasami iloSciowa teoria zarzadzania.
Kierunek ten wywodzi si¢ z matematycznych 1 statystycznych metod rozwiazy-
wania problemoéw decyzyjnych. Teoretycy tego kierunku wyrazaja poglad, ze
podjecie optymalnej decyzji uwarunkowane jest dobrym opisaniem problemu
decyzyjnego w postaci modelu (np. matematycznego lub graficznego) i rozwia-
zanie go w sposob matematyczny w jakim$ zalgorytmizowany postgpowaniu.
Dziedzinami wiedzy wspomagajacymi proces podejmowania optymalnych de-
cyzji, wedhug szkoly ilosciowej, sa badania operacyjne, programowanie mate-
matyczne lub teoria systemow.

Grafy i sieci jako narzgdzia wspomagania decyzji sa graficznym modelem
odzwierciedlajacym problem decyzyjny z jego struktura, dajacy si¢ sformutowaé
ilosciowo 1 umozliwiajacy uzyskanie doktadnego matematycznego rozwiazania
W postaci precyzyjnej oceny. Dziedzina wiedzy oparta na teorii grafow i sieci
stanowi znaczacy rozdzial badan operacyjnych. Zakres tematyczny podrgczni-
ka ogranicza si¢ do tej czesci badan operacyjnych oraz technik decyzyjnych,
w procesie ktoérych wykorzystywane sa wszelkiego rodzaju graficzne ilustracje
problemoéw decyzyjnych w postaci grafow, sieci 1 drzew.
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Uzywane czgsto w podrgezniku pojgcia, takie jak techniki i metody decy-
zyjne, czy metody i techniki organizatorskie sa pojeciami nie wymagajacymi
definiowania. W jezyku potocznym na og6t nie mamy probleméw z wyczuciem
intencji mowiacego, ktéry wymiennie uzywa tych pojec. Jednakze, gdy chodzi
o identyfikacjg i praktyczne zastosowanie konkretnych metod lub technik po-
dejmowania decyzji traktowanie tych poje¢ jako synoniméw moze prowadzi¢ do
niejednoznaczno$ci. Nalezy zatem je zdefiniowac, by ich precyzyjnie uzywac
1 by¢ jednoznacznie rozumianym.

Decydowanie oznacza w praktyce korzystanie z r6znych metod i technik —
czgsto mowi si¢ o metodach i technikach decyzyjnych. Dlatego wigc terminami,
ktére wymagaja wyjasnienia, sa przede wszystkim terminy; technika i metoda.
Jest to konieczne tym bardziej, ze terminy technika i metoda maja na ogdét zna-
czenie zblizone i czgsto uzywa si¢ ich zamiennie. Czgste uzycie stowa technika
moze nasuwa¢ mimo woli skojarzenia z technika w znaczeniu dziatalnosci tech-
nicznej. Przez technike w tym sensie mozna rozumie¢ np. procesy wytwarzania
wyrobow lub postugiwania si¢ urzadzeniami (eksploatacja). Mozna tez nazywac
technika rezultat dziatalnosci technicznej, a wigc rzeczy wytworzonych w toku
tej dziatalno$ci. Takie jednak rozumienie techniki nie odpowiada przedmiotowi
i stawianym w podregczniku celom. Powiedzmy zatem wyraznie, ze chodzi tu
o technike w znaczeniu sposobu dziatania.

Mozemy przyjac, ze kazde celowe dziatanie ludzkie, a wiec takze kazda
dziatalno$¢ techniczna, czy gospodarcza ma swoja technikg. Mowimy wigc
z jednej strony np. o technice produkcji maszyn, technice rolniczej (agrotechni-
ce, zootechnice) itp., ze mamy tu do czynienia z technicznym zastosowaniem
stowa technika, z drugiej jednak strony méwimy o technice badania naukowego,
technice zapamig¢tywania (mnemotechnice), technice gry itp. i w takich przypad-
kach mozemy mowic¢ o nietechnicznym, czy pozatechnicznym zastosowaniem
stowa technika. Poniewaz dziatalno$¢ techniczna lub gospodarcza polega na
postugiwaniu si¢ materialnymi zasobami do realizacji materialnych celow,
w literaturze spotyka si¢ dla jej wyodrgbnienia i scharakteryzowania termin
technika materialna [Lange, Ekonomia polityczna, t. 1, 1969].

Przyjete tu rozumienie techniki jako sposobu jakiego$ dzialania ma swoje
uzasadnienie w etymologii tego terminu. Ot6z stowo technika wywodzi sig
z greckiego techne, czyli sztuka. Jednakze techne i jej tacinski przektad ars
znaczyty niezupeie to samo, co dzi$ znaczy sztuka. Greckie fechne i rzymskie
ars znaczyly tyle co umiejetnosci. Mowimy dzisiaj o sztuce lekarskiej, sztuce
architektonicznej, czy malarskiej, a takze o sztuce zarzadzania czy decydowania.

Ujecie techniki jako sposobu dziatania wyjasnia, dlaczego uwaza sig, ze
termin technika jest bliski znaczeniowo, czy nawet rownoznaczny terminowi
metoda. Mozemy wigc przyjac, ze i technika (w wyrdéznionym typie znaczenio-
wym) i metoda jest okreslonym sposobem dziatania.
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Nie kazdy jednak sposob dziatania zashluguje na miano techniki czy meto-
dy. Zgodnie z dos¢ powszechnie przyjetym pogladem nalezy wyrdzni¢ sposrod
sposobow te, ktore sa systematycznie stosowane, i tylko tym mozna przypisaé
walor techniki czy metody. Przy czym rozumienie systematycznosci stosowania
pewnego sposobu nie musi zaktada¢ koniecznosci jego wielokrotnego stosowa-
nia. Wystarczy bowiem $wiadomo$¢ mozliwosci skutecznego uzycia go w in-
nych okoliczno$ciach'.

Mozna zatem przyja¢ za Zieleniewskim®, Ze ,,metoda to sposob stosowany
z niejaka $wiadomoscia mozliwosci i skutecznosci jego uzycia w danym przy-
padku”.

Definicja ta uwzglednia w pojeciu metody element skutecznosci dziatania,
tylko bowiem te sposoby moga by¢ stosowane systematycznie lub nadawac sig
do wielokrotnego wykorzystania, ktore prowadza do zamierzonego celu —
w rezultacie technika czy metoda to taki sposob dziatania, ktory jest skuteczny.
Przyjmujac, ze sprawnos$¢ i skuteczno$¢ jest uwarunkowana racjonalnoscia
dziatania, mozna przyjac, ze technika czy metoda to racjonalny sposob dziatania,
a wigc sposob oparty na nalezycie uzasadnionej wiedzy. Wiedza taka jest przede
wszystkim wiedza naukowa, co nie oznacza jednak, ze w pewnych okoliczno-
$ciach, przy braku specjalistycznej wiedzy naukowej, podstawa skutecznego
dziatania moze by¢ rowniez wiedza praktyczna czy intuicja.

Warto na koniec przyja¢, ktory ze sposobow systematycznie stosowanych
bedziemy bardziej sktonni nazywac¢ metoda, a ktory technika. Propozycja sfor-
mulowana przez J. Supernata’® zaklada, ze o tym, czy mam do czynienia z tech-
nika czy z metoda, przesadza stopien szczegdlowosci opisania danego sposobu
dziatania, ,,...przy czym techniki dziatan to, w poréwnaniu z metodami, sposoby
opisane bardziej szczegdtowo, zrutynizowane, dajace si¢ ujaé w $cisty program
(algorytm, procedurg) czyli po prostu ,,uszczegoétowione metody”.

Terminami wymagajacym rowniez zdefiniowania to pojecia: decydowa-
nie i techniki decyzyjne. Przypisanie okreslonego znaczenia tym pojgciom
w kontekscie okreslonych juz terminow ,,metoda-technika” nie jest zagadnie-
niem tatwym. Z wielu roznych prob definicji terminu ,,decydowanie”, formu-
towanych w nauce o zarzadzaniu mozemy przyjac, ze decydowanie to dokony-
wanie $wiadomego i1 nielosowego wyboru sposobu dziatania. Akcent w tym
okresleniu jest potozony na stowo wybdr. Inaczej ujmujac pojecie decydowania
jako wyboru mozemy powiedzie¢, ze jest to nadawanie z jakiego$s wzgledu
pierwszenstwa jednemu elementowi zbioru przed drugim. Decydowanie zatem
jest szczegdlnym przypadkiem wybierania. Szczeg6lno§¢ wynika z faktu, ze
wybor ma prowadzi¢ do jakiego$ dziatania, czyli ze w sktad wchodzi pewne
kryterium celu oraz sposoby i kierunki dziatania. Szczegdlno$¢ rowniez moze

'T, Kotarbinski, Traktat o dobrej robocie, Wroctaw 1975.
2 J. Zieleniewski, Organizacja i zarzqdzanie, Warszawa 1969.
® . Supernat, Techniki decyzyjne i organizatorskie, Kolonia Limited. Wroclaw 2003.
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wynika¢ z faktu , ze wybor musi by¢ dokonany na podstawie jakiego$ nieloso-
wego kryterium w sposob $wiadomy. Wynikiem decydowania jest wigc decyzja
jako akt $wiadomego i nielosowego wyboru jednego z rozpoznanych i uznanych
za dopuszczalne kierunkéw dziatania. Definicja ta dobrze ujmuje problem, ma
rowniez walor operacyjny, pozwata bowiem w wielu konkretnych przypadkach
jednoznacznie stwierdzi¢, czy mamy do czynienia tylko ze zwyklym wyborem,
czy z wyborem szczegolnym — decyzja.

Wyodregbnienie w$réd ogotu wyborow tych, ktore zastuguja na miano de-
cyzji, nastgpuje za pomoca kilku wymienionych cech charakterystycznych.
Wprowadzenie do analizy decyzyjnej kolejnych cech prowadzi do wyroznienia
wsérod ogolu decyzji specjalnych ich kategorii. Najbardziej doniosta kategoria
dla praktyki i nauki zarzadzania sa decyzje kierownicze. Tym si¢ one r6znia od
pozostatych, ze sa zwiazane z realizacja podstawowych funkcji kierowniczych,
tzn. planowania i organizowania. Trafno$¢ podjetych decyzji ocenia si¢ na pod-
stawie stopnia zdolnosci osiagnigcia zatozonych celow. Z tego wigc punktu wi-
dzenia decyzje moga by¢ racjonalne lub nieracjonalne oraz optymalne lub nie-
optymalne. Celem ulatwienia dokonywania wyboréw optymalnych opracowano
szereg technik i metod wspomagajacych proces podejmowania decyzji. Jedna
z istotnych technik decyzyjnych jest grupa metod opartych na teorii grafow,
sieci i drzew decyzyjnych. Przedstawione w podreczniku wybrane metody z tej
grupy maja przyblizy¢ Czytelnikowi ich aplikacyjny charakter i zachgci¢ do
szerszego studiowania tego dzialu badan operacyjnych.
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1. WPROWADZENIE DO TEORII GRAFOW

1.1. PODSTAWOWE DEFINICJE I POJECIA TEORII GRAFOW

Teoria grafow to dzial matematyki zajmujacy si¢ badaniem wlasnos$ci gra-
fow. Jest waznym narzgdziem matematycznym uzywanym w wielu roéznych
dziedzinach, takich jak informatyka, rachunek operacyjny, genetyka, lingwisty-
ka i socjologia. Rozwijanie algorytmow wyznaczajacych pewne wlasciwosci
graféow jest jednym z bardziej znaczacych pol dziatania informatyki, szczegdlnie
do przedstawiania struktury danych. Algorytmy te stosuje si¢ do rozwiazywania
wielu zadan praktycznych, w dziedzinach, z ktorych wiele, tylko na pozor nie
jest zwiazanych z matematyka czy informatyka.

Grafem nazywamy zbior punktow (zwanych wierzchotkami lub weztami)
polaczonych krawedziami, ktore czasem nazywa sig fukami.

Graf prosty G definiuje dwojka uporzadkowana: G=(V;E), gdzie V(G) jest
dowolnym niepustym zbiorem skonczonym, ktorego elementy nazywamy wierz-
chotkami (lub wezlami) natomiast E(G) jest podzbiorem zbioru wszystkich
2-elementowych zbiordéw, ktorych elementy naleza do V(G), ktére nazywamy
krawedziami. Zbior V(G) nazywamy zbiorem wierzchotkéw, a zbior E(G) zbio-
rem krawedzi grafu G. Mowimy, ze krawedz {v, w} taczy wierzchotki v i w,
1 na 0g6t oznaczamy ja krocej symbolem vw. Na przyktad na rysunku 1 widzimy
graf prosty G, ktérego zbiorem wierzchotkéw V(G) jest zbidr {u, v, w, z} 1 ktd-
rego zbidr krawedzi E(G) sktada si¢ z krawedzi uv, uw, vw 1 wz.

(2)
®

Rysunek 1. Graf prosty G ze zbiorem wierzchotkéw V(G) i krawedzi E(G)

Elementami zbioru V(G) sa punkty, ktore obrazuja wierzchotki lub wezty,
za$ elementami zbioru E(G) sa pary wierzchotkow-sasiadow. Dwa wierzchotki
sa sasiadami, jesli istnieje krawedZ pomigdzy nimi. Inaczej interpretujac; zbior
E(G) jest zbiorem krawedzi grafu ztozonego z wierzchotkow V(G).
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Grafy i sieci w technikach decyzyjnych...

Poszczegolne elementy zbioru wierzchotkéw V(G) oraz krawedzi E(G)
w grafach sa w stosunku do siebie usytuowane logicznie, czyli tworza pewna

relacje (1),
Bardziej formalny matematycznie zapis moze wyglada¢ nastgpujaco:
ViG)+ @
E(G)cV,(G)

Dla grafow, ktérymi bedziemy si¢ zajmowaé V(G) oznaczaé bedzie skon-
czony zbidr punktéw stanowiacych wierzchotki grafu:

za$ E(G) zbidr polaczen migdzy tymi punktami:
E={aj,aa;.... an}

gdzie istnienie (a;;) oznacza istnienie krawedzi taczacej wezet v; z weztem v;.

Krawedziq (i, j) nazywamy polaczenie v; z v; z uwzglednieniem orientacji
(od v;dov;).

Stopniem wierzchotka nazywamy liczbe krawedzi, ktoérych koncem jest
ten wierzchotek.

Trasq w grafach sieciowych nazywamy ciag postgpujacych po sobie kra-
wedzi (czynnosci szeregowych) umozliwiajacych przejscie od wierzchotka po-
czatkowego do wierzchotka koncowego. Trasg, w ktorej zaden wierzchotek nie
wystepuje wigcej niz jeden raz nazywamy droggq.

Cykl jest droga zamknigta sktadajaca si¢ z nastgpujacych po sobie trzech
lub wigcej czynnos$ci tak skierowanych, ze poczatek drogi schodzi si¢ w tym
samym wierzchotku z koncem drogi.

Petle stanowi krawedz, ktorej poczatek i koniec stanowi ten sam wierz-
chotek.

Grafy, w ktorych wystepuja cykle i petle nazywany grafami cyklicznymi —
grafy, w ktorych cykle i petle nie wystepuja acyklicznymi.

Grafy, w ktorych wystepuje relacja (I'), tzn. jesli potaczenia migdzy wezla-
mi sa skierowane i kolejno$¢ wystgpowania w czasie poszczegdlnych wierz-
chotkow jest okre$lona nazywamy grafami zorientowanym (lub skierowanymi),
w przeciwnym przypadku, gdy potaczenia migdzy wierzchotkami wystepuja bez
uwzglednienia orientacji mamy do czynienia z grafami niezorientowanymi.

W wigkszosci zastosowan grafow w praktyce decyzyjnej mamy do czynie-
nia z grafami waZonymi, w ktorych kazdej krawedzi przyporzadkowano liczbg
wage, moze ona oznacza¢ na przyktad odleglto$¢ migedzy wierzchotkami. Wag
uzywa si¢ na przyktad w algorytmach znajdowania optymalnej drogi.

Istnieja grafy o szczegdlnych wiasnosciach np. takie, w ktorych istnieja
trasy przechodzace przez kazda krawedz lub przez kazdy wierzchotek doktadnie
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jeden raz i konczace si¢ w punkcie wyjscia; takie grafy nazywamy odpowiednio
grafami eulerowskimi i hamiltonowskimi. Na przyktad graf pokazany na rysun-
ku 2 jest grafem hamiltonowskim; odpowiednia trasg jest P—>Q—R—>S—T—P,
lecz nie jest grafem eulerowskim, gdyz dowolna trasa, ktora przechodzi przez
kaza krawedz doktadnie jeden raz (np. taka jak P—Q— R—>S—>T—P
—-§—>0—T), musi zakonczy¢ sig w wierzchotku ré6znym od poczatkowego.

Rysunek 2. Graf prosty, niezorientowany (hamiltonowski)

Pewne grafy sktadaja si¢ z dwoch lub wigkszej liczby czesci. Graf sktada-
jacy sig z jednego kawalka, tzn. taki, w ktorym dowolne dwa wierzchotki mozna
potaczy¢ droga, nazywamy grafem spdjnym; graf skladajacy si¢ z wielu kawat-
kéw nazywamy grafem niespojnym.

Mozemy potaczy¢ dwa grafy, by otrzymac graf wigkszy. Jesli tymi dwoma
grafami sa G; = (V(G1),E(G))) 1 G, = (V(G»),E(G,)), gdzie zbiory V(G 1 V(G>)
sa rozlaczne, to sumgq tych grafow G; U G, jest graf, ktérego zbiorem wierz-
chotkow jest zbior V(G,) UV (G,), a zbiorem krawedzi zbior E(G;) UE(G»), jak na

rysunku 3.
(a) (@)
) =
(5) ()
G, G,

G, G,

Rysunek 3. Spojnos¢ grafow
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Graf nazywamy spdjnym, jesli nie mozna go przedstawi¢ w postaci sumy
dwoch grafow — w przeciwnym razie nazywamy go grafem mniespdjnym.
Oczywiscie, kazdy graf niespojny G mozna przedstawi¢ w postaci sumy grafow
spojnych, nazywanych sktadowymi grafu G.

Grafami spojnymi, w ktorych kazda pare wierzchotkow mozna potaczy¢
doktadnie jedna droga nazywamy drzewami.

Rysunek 4. Graf w postaci drzewa

Mowimy, ze dwa grafy G, i G, sa izomorficzne, jesli istnieje wzajemnie
jednoznaczna odpowiednio$¢ migdzy wierzchotkami grafu G 1 grafu G taka, ze
liczba krawedzi aczacych dane dwa wierzchotki grafu G; jest rowna liczbie
krawedzi taczacych odpowiadajace im wierzchotki grafu G,. Zatem dwa grafy
pokazane na rysunku 5 sa izomorficzne przy odpowiedniosci u<>l, vesm, wen,
x&p, yeq, z¢»r. W wielu zadaniach nazwy wierzchotkow sa niepotrzebne,
wigc je pomijamy. Moéwimy wtedy, ze dwa ,,nieoznakowane grafy” sa izomor-
ficzne, jesli mozemy tak przyporzadkowaé nazwy wierzchotkom, by otrzymane
»grafy oznakowane” byly izomorficzne. Na przyktad grafy nieoznakowane na
rysunku 6 sa izomorficzne, gdyz mozemy oznakowaé wierzchotki, tak jak na
rysunku 5.

Rysunek 5. Grafy izomorficzne (oznakowane)
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] <K

Rysunek 6. Grafy izomorficzne (niecoznakowane)

Stopien wierzchotka v grafu G oznaczany symbolem deg(v) jest liczba
krawedzi incydentnych z v; przy obliczaniu stopnia wierzchotka v przyjmuje si¢
zwykle, ze petla w wierzchotku v powigksza stopien tego wierzchotka o 2 (a nie
o 1). Wierzchotek stopnia 0 nazywamy izolowanym, a wierzchotek stopnia 1
wierzchotkiem konicowym. Zatem kazdy z dwoch grafow na rysunku 7a i b ma
dwa wierzchotki koncowe i trzy wierzcholki stopnia 2, a graf pokazany na ry-
sunku 7c ma jeden wierzchotek koncowy, jeden wierzchotek stopnia 3, jeden
wierzchotek stopnia 6 i jeden stopnia 8. Cigg stopni grafu sklada si¢ ze stopni
wierzchotkow w kolejnosci wzrastajacej, przy czym uwzglednione sa w nim
powtorzenia. Na przyklad ciagami stopni graféw z rysunkach 7a i 7¢ sa (1,2)
oraz (1,3,6,8).

a)

*—9 0 0@

b}

Rysunek 7. Stopien wierzchotka grafu

Mowimy, ze dwa wierzchotki v i w grafu G sa sqsiednie, jesli istnieje kra-
wedz vw, ktora je taczy. Mowimy tez wtedy, ze wierzcholki v i w; sa incydentne
z ta krawedzia. Podobnie, dwie krawedzie e i f s sasiednie, jesli maja wspolny
wierzchotek (rys. 8).
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a) b)
So—a 2
Rysunek 8. Sasiedztwo w grafach: a) wierzchotki sasiednie, b) krawedzie sasiednie

1.2. MACIERZOWA POSTAC GRAFU

Strukturg grafu mozemy przedstawi¢ za pomocg pewnych macierzy zwia-
zanych z tym grafem. Rozrézniamy tzw. macierz polaczen i macierz incydencji.
Jezeli graf zawiera n krawedzi, to macierz polgczen (sasiedztwa) jest macierza
kwadratowa n X n izawiera elementy

przy czym:

1 — pojawia si¢ gdy wystepuje krawedz (i, j), zas

0 — gdy krawedz (i, j) nie wystepuje.

Jesli krawedzie grafu zaopatrzymy w strzatki, ustalajace kierunki przepty-
wu w grafie, to taki graf nazwiemy grafem skierowanym (zorientowanym).

Rysunek 9. Przyktad grafu skierowanego G

Na rysunku 9 przedstawiono graf skierowany skladajacy si¢ z 5 wierz-
chotkow i1 9 krawedzi. W grafie tym:

- (1,2) (2,3) (3,4) (4,5) jest droga,

— (5,5) jest petla,

- (1,2) (2,4) (4,1) jest cyklem.

Jesli G jest grafem zorientowanym, ktérego wierzchotki sa oznakowane
liczbami ze zbioru {1,2,..., n}, to macierza sasiedztwa A jest macierza wymiaru
n x n, ktorej wyraz o indeksach i,j jest rowny liczbie krawedzi taczacych wierz-
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chotek i z wierzchotkiem j. Jesli oznakujemy rowniez krawedzie liczbami ze
zbioru {1,2,..,, m}, to macierza incydencji M nazwiemy macierz wymiaru nxm,
ktorej wyraz o indeksach i jest rowny 1, jesli wierzcholek i jest incydenty
z krawedzia j, i rowny 0 w przeciwnym razie.

Macierze sasiedztwa A i incydencji M tego grafu maja postac:

01 010 1 1.0 0 -1 0 I O O
0 01 10 -1 0 1 1 O O O O O
A=10 0 0 1 O M=0 0 -1 0 0 I O 0 O
1 0 0 0 1 0o -1 0 -1 1 -1 0 1 0
0 00 01 o 0 0 0 o0 0 -1 -11

1.3. DROGI I CYKLE W GRAFACH

Wyjasnijmy teraz pewne wlasnos$ci graféw zwiazanych ze sposobami
przechodzenia z jednego wierzchotka do drugiego. Pojeciami tymi sa: trasa
(marszruta), Sciezka, droga oraz cykl.

Trasq (lub marszrutq) w danym grafie G nazywamy skonczony ciag kra-
wedzi o postaci vy vy, ViV, ... Vi-1Vm, Zapisywany réwniez w postaci v, —v;
—V; = ... =V, W ktorym kazde dwie kolejne krawedzie sa albo sasiednie, albo
identyczne. Taka trasa wyznacza ciag wierzchotkéw vy, vy, ... ,v,,. Wierzchotek vy
nazywamy wierzchotkiem poczqtkowym, a wierzchotek v, wierzchotkiem kon-
cowym trasy; mowimy tez wtedy o trasie od wierzchotka v, do wierzchotka v,,.
Liczbe krawedzi na trasie nazywamy dlugosciq trasy; na przyklad ciag
v—ow—x —y—2z —z—¥) na rysunku 10 jest trasa dtugosci 7 od wierzcholka v do
wierzchotka w.

D<) &

Rysunek 10. Graf G — wyjasnienie pojg¢ trasy, $ciezki, drogi i cyklu
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Pojgcie trasy jest na og6t zbyt ogolne jak na nasze potrzeby, wprowadzimy
wigc pewne ograniczenia. Trasg, w ktorej wszystkie krawedzie sg rdzne, nazy-
wamy Sciezka. Jesli ponadto wierzchotki vo,vy,...,vy, sa rozne (z wyjatkiem, by¢
moze, rOwnosci vy = vp,), to $ciezke nazwiemy droga. Droga lub $ciezka jest
zamknigta, jesli vy = v, Sciezke zamknigta zawierajaca co najmniej jedna kra-
wedz nazywamy cyklem. Zauwazmy, ze kazda petla lub para krawedzi wielo-
krotnych jest cyklem. Aby wyjasni¢ te pojgcia, przyjrzyjmy si¢ rysunkowi 10.
Zobaczymy, ze trasa v— W— X— y—> z— X—> V jest Sciezka zamknigta, a trasa
v— w— x— y— v cyklem. Cykl dlugosci 3, taki jak v— w— x— v, nazywamy
trojkatem. Zauwazmy, ze graf jest spojny wtedy i tylko wtedy, gdy kazda para
wierzchotkow jest potaczona droga. Zauwazmy tez, ze G jest grafem dwudziel-
nym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy cykl w G ma dtugos¢ parzysta.

a)

O
¢

b)

Rysunek 11. Spdjnos¢ grafow: a) graf spdjny, b) graf niespdjny

1.3.1 Grafy eulerowskie i hamiltonowskie

Graf spojny G nazywamy grafem eulerowskim, jesli istnieje zamknigta
Sciezka zawierajaca kazda krawedz G. Taka Sciezkg nazywamy cyklem Eulera.
Zauwazmy, ze ta definicja wymaga, by cykl Eulera przechodzit przez kazda
krawedz doktadnie jeden raz. Graf, ktory nie jest grafem eulerowskim, nazwie-
my grafem poleulerowskim, jesli istnieje $ciezka zawierajaca kazda krawedz
grafu G. Na rysunku 12 widzimy przyktady grafow: eulerowskiego, poteulerow-
skiego oraz grafu, ktory nie jest grafem eulerowskim.
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P> K> K

Rysunek 12. Graf: a) eulerowski, b) poéteulerowskii c) nieeulerowski.

ZastanawialiSmy si¢ juz, czy istnieje S$ciezka zamknigta zawierajaca
wszystkie krawedzie danego grafu spdjnego G. Mozna sformutowaé¢ podobne
pytanie: czy istnieje zamknigta $ciezka przechodzaca doktadnie jeden raz przez
kazdy wierzchotek grafu G? Zauwazmy, ze taka $ciezka na ogdt musi by¢ cy-
klem. Taki cykl nazywamy cyklem Hamiltona, a sam graf nazywamy grafem
hamiltonowskim. Graf nichamiltonowski G nazywamy grafem péthamiltonow-
skim, jesli istnieje droga przechodzaca doktadnie jeden raz przez kazdy wierz-
chotek. Na rysunku 13 a, b i ¢ widzimy przyktady graféw: hamiltonowskiego,
poéthamiltonowskiego i nichamiltonowskiego.

a) b) c)

Rysunek 13. Grafy: a) hamiltonowski, b) pothamiltonowski i ¢) graf niechamiltonowski

1.3.2. Grafy drzewa i grafy zorientowane (sieci)

Waznym pojeciem z zakresu teorii grafow jest pojecie drzewa, lasu
i drzewa rozpinajgcego. Zastosowanie drzewa i1 drzewa rozpinajgcego we
wspomaganiu procesOw zarzadzania zostanie wyjasnione w dalszej czesci pod-
recznika — przy rozpatrywaniu zagadnienia minimalnego drzewa rozpinajacego
grafu.

Lasem nazywamy graf niezawierajacy cyklu, a drzewem las spojny. Na
przyktad na rysunku 14 widzimy las sktadajacy si¢ z czterech sktadowych, kaz-
da z nich jest drzewem. Zauwazmy, ze drzewa i lasy sa grafami prostymi.
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OIS

Rysunek 14. Drzewa i lasy jako grafy proste

W pewnym sensie drzewa sa najprostszymi, nietrywialnymi typami gra-
fow. Podstawowa wlasnoscia charakteryzujaca drzewa jest potaczenie dwodch
sasiednich wierzchotkow, tzn. ze kazde dwa wierzchotki sa potaczone doktad-
nie jedna droga.

Jesli wybierzemy jaki$ cykl w grafie spojnym G i usuniemy ktérakolwiek
krawedz tego cyklu, to otrzymany graf bedzie nadal spdjny. Mozemy powtarzaé
t¢ procedure z dowolnym z pozostatych cykli dotad, az w grafie nie bedzie juz
cykli. Powstanie w ten sposob drzewo, ktore spina wszystkie wierzchotki grafu
G. Takie drzewo nazywamy drzewem spinajqcym grafu G (lub rozpinajqcym
graf G). Przyklad grafu i jednego z jego drzew spinajacych widzimy na rysunku 15.

0
ay a2 a4

Rysunek 15. Graf spdjny i jego drzewo rozpinajace

W dalszym ciagu zajmowac si¢ begdziemy grafami, w ktorych kierunek
strzatek wskazuje na istnienie okre$lonej relacji w grafie, czyli grafami zorien-
towanymi, bez cykli i petli. Grafy takie nazywac bedziemy sieciami. Praktyczne
zastosowanie sieci i zwigzane z tym poje¢cia i definicje sa zasadniczym przed-
miotem zainteresowania grafami i sieciami i im bedzie po§wigcona uwaga
w dalszych cze$ciach podrecznika.
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2. TECHNIKA HARMONOGRAMOW

Graficzne przedstawienie procesow produkcyjnych od dawna jest stoso-
wane w praktyce inzynierskiej w postaci wykresow Gantta. Planowanie przebie-
gu przedsigwzigcia za pomoca harmonogramow dokonywane jest na dwuwymia-
rowym wykresie, ktorego o$ odcigtych (pozioma) przedstawia wyskalowana o$
czasu, natomiast 0§ rzednych (pionowa) — nie jest wyskalowana i na niej zazna-
cza si¢ czynnosci wchodzace w sklad planowanego przedsigwzigcia, badz wy-
konawcow tych czynnos$ci (pracownikdw, stanowiska robocze itp.) W harmono-
gramach Gantta czas jest wyrazony w dowolnych jednostkach (minuty,
godziny), badz tez jednostkach kalendarzowych (dniach, tygodniach, miesiacach
itp.)

W zaleznosci od rodzaju elementéw zaznaczonych na rz¢dnej mamy do
czynienia z dwoma rodzajami harmonogramow:

— harmonogramami postepow realizacji przedsigwzigcia,
— harmonogramami wykorzystania zdolnosci wykonawczych.

Harmonogramy postgpdéw realizacji maja zaznaczone na osi rzednych
czynnosci, ktore wchodza w sktad zlozonego przedsiewzigcia, natomiast harmo-
nogramy wykorzystania zdolnosci wykonawczych — wykonawcow poszczegol-
nych czynnosci (np. harmonogram zatrudnienia).

W technice harmonogramow czynnosci przedstawiane sa w postaci odcin-
kéw o dtugosci proporcjonalnej do czasu ich trwania. Przedstawienie czynno$ci
na wykresie Gantta nie jest dowolne. W harmonogramach postgpu realizacji
przedsigwzigcia musi by¢ uwzgledniona logiczna kolejnosci wykonywania po-
szczegblnych czynnosci (technologia wykonania robot). W harmonogramach
wykorzystania zdolno$ci wykonawczych brane sa pod uwage czynniki umozli-
wiajace optymalne planowanie wykorzystania $rodkéw (np. maszyn, brygad
roboczych, stanowisk pracy).

Przyktad dwoch rodzajow harmonogramow przedstawiono na rysunku 16a
il16b.

Harmonogram postepow realizacji przedsigwzigecia (rys. 16a) i harmono-
gram wykorzystania zdolnosci wykonawczych (rys. 16b) przedstawia ten sam
stan faktyczny realizacji rozpatrywanego przedsigwzigcia obserwowany z roz-
nych punktow widzenia. Kazdy z nich wykazuje okreslona dziatalnosci zwiaza-
na z uptywem (strata) czasu — pierwszy w odniesieniu do przebiegu realizacji,
drugi do zdolnosci wykonawczych.

Harmonogram postepow realizacji przedsigwzigcia pokazuje w skali czasu
przebieg wykonywania czterech czynno$ci jedna po drugiej. Kolejnosé i sposob
wykonywania tych czynnosci wynika z zatozen technologicznych. Nad czynno-

21



Grafy i sieci w technikach decyzyjnych...

$ciami zaznaczono stanowiska pracy, na ktorych te czynnosci musza by¢ wyko-
nywane. Czynno$¢ 1 wykonywana jest przez 5 dni na stanowisku 1, czynnos$¢ 2
wykonywana jest na stanowisku 2 przez 3 dni, potem na tym samym stanowisku
jest wykonywana czynno$¢ 3. Czynno$¢ 4 jest wykonywana na stanowisku 3
przez 3 dni.

a)
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: 1
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Al -Ad, B1-B4,C1-C4 — czesci skladowe czynnosci A, B, C wykonywane na
poszczegadlnych stanowiskach pracy

sssnnnnnnnnmr — przestoje stanowisk pracy

Rysunek 16. Przyktady podstawowych rodzajow harmonogramow

Harmonogram wykorzystania zdolno$ci wykonawczych koncentruje uwa-
g¢ na wykorzystaniu stanowisk pracy. Przyjmijmy, ze technologia wykonania
trzech czynnosci A, B i C wymaga wykonywania kazdej z nich na czterech sta-
nowiskach pracy w odpowiedniej kolejnosci. Czas wykonywania poszczegol-
nych operacji zwiazanych z kazda czynnoscia jest rozny. Czas wykonywania
kazdej z tych czynnosci podzielono na cztery czesci, odpowiednio do wymagan
technologicznych. Najistotniejszym elementem takiego harmonogramu jest
przedstawienie wykorzystania kazdego stanowiska pracy, a gldéwnie wykazanie
momentoéw przestoju kazdego z nich.

Technika harmonogramu moze by¢ stosowana zardowno do planowania, jak
i kontroli realizacji przedsiewzi¢¢. W drugim przypadku technika harmonogra-
mu musi by¢ wzbogacona o instrumenty wprowadzania zmian w zwiazku z po-
jawiajacymi si¢ odchyleniami realizacji czynno$ci od planowanego ich przebie-
gu.
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Zaleta harmonograméw jest ich przejrzysto$¢, wynikajaca z wizualizacji
czynnosci w postaci odcinkéw proporcjonalnych do czasu ich trwania. Zaleta ta
jest szczegolnie widoczna w przypadku, gdy przedmiotem planowania sa przed-
sigwzigcia o strukturze szeregowej lub szeregowo-réwnoleglej (metoda kolejne-
go 1 rownoczesnego wykonania) W przypadkach przedsigwzig¢ o bardziej zto-
zonej strukturze, z czym mamy najczesciej do czynienia, przedstawienie ich
w postaci przejrzystych wykresow Gantta staje si¢ bardzo trudne, a niekiedy
wrecz niemozliwe.

Na rysunku 17 przedstawiony zostat przyktadowy harmonogram Gantta
dla przedsigwzigcia sktadajacego si¢ z siedemnastu czynnosci, ktorych kolejnos¢
wykonania warunkuje przyjecie okreslonej logiki postgpowania, np. technologii
wykonywania robot.

Wykres harmonogramu Gantta takiego przedsigwzigcia podaje przebieg
poszczegblnych czynnosci w zalezno$ci od czasu, natomiast nie przedstawia
kolejnosci wykonania poszczegdlnych czynnos$ci i czasu ich trwania, ktére moz-
na odczyta¢ na osi czasu. Trudno jednoznacznie wywnioskowaé z takiego wy-
kresu jakie sa zaleznosci migdzy czynnosciami oraz jaki wptyw na ostateczny
termin zakonczenia catego przedsigwzigcia moze mie¢ opdznienie lub przyspie-
szenie realizacji ktorej$ z siedemnastu czynnosci. Wszelkie zmiany w terminach
rozpoczecia 1 zakonczenia poszczegolnych czynno$ci wymagaja zazwyczaj po-
nownej analizy i kolejnego przerysowania wykresu Gantta.
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Rysunek 17. Przyktad harmonogramu Gantta
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Klasyczne harmonogramy moga shuzy¢ zaré6wno do planowania, jak
1 kontroli realizacji projektow. W tym drugim przypadku na harmonogram za-
wierajacy plan prac nanosi si¢ rzeczywiste ich wykonanie specjalnie oznaczona
linia. Harmonogramy takie stuza przede wszystkim do ogolnego przegladu sta-
nu realizacji przedsigwzigcia.

Zasadnicza wada harmonogramow jest brak mozliwo$ci przeprowadzenia
optymalizacji programow dziatania pod wzgledem czasu lub wykorzystywanych
srodkow. Wady tej pozbawione sg harmonogramy sieciowe, ktore sa omawiane
w nastgpnych rozdziatach.

24



3. METODY SIECIOWE W ZARZADZANIU PRZEDSIEWZIECIAMI

3.1. GRAFY SIECIOWE - SIECI ZALEZNOSCI

Grafy sieciowe, jako zbidr wierzchotkow i krawedzi, moga przedstawiaé
modele matematyczne dowolnego przedsigwzigcia realizowanego w okreslonym
czasie 1 shluza do ich analizy sieciowej. Model sieciowy przedsigwzigcia jest
wyodrgbnionym zbiorem czynno$ci powiazanych z soba technologia (sposobem
wykonania), przedstawiony graficznie w postaci grafu. Taki graf nazywac¢ be-
dziemy sieciq zaleznosci.

Sie¢ zalezno$ci to graf spojny bez cykli i petli, ktéry ma jeden wierzchotek
poczatkowy i jeden wierzchotek koncowy. Krawedzie sieci reprezentuja czynno-
Sci, za$ wierzcholtki zdarzenia.

Zaleznie od tego czy elementami mianowanymi w grafie sa krawedzie, czy
wierzcholki, graf sieciowy mozna przedstawi¢ jako graf przeplywu czynnosci,
tzw. sie¢ czynnosci lub graf stanow, czyli sie¢ zdarzen. Zarowno sieci przeply-
wu czynnosci, jak i stanéw moga by¢ stosowane do rozwigzywania tych samych
zadan z organizacji i planowania pracy, sa one pod wzgledem tresci rownorzed-
ne. Roznig sig jednak uktadem graficznym i sposobem poszukiwania rozwigzan
optymalnych.

Sieci zaleznosci stosowane w analizie sieciowej przedsigwziec i organiza-
cji pracy sa grafami zorientowanymi dodatnio i jako takie musza wykazywac
nastgpujace wlasciwosci:

Migdzy dwoma nastgpujacymi po sobie wierzchotkami sieci, oznaczonymi
przez V; 1V, istnieje tylko jedna droga o dtugosci wigkszej lub roéwnej zeru, przy
czym musi zachodzi¢ zaleznosc¢ i>j.

Sie¢ nie moze zawiera¢ cykli, to znaczy, ze nie zachodzi w sieci nigdzie
zalezno$¢, aby rownoczesnie V;<V; oraz V<V

Sie¢ nie moze zawiera¢ petli tj. nie moze wystgpowac V;=V; , gdy ten sam
wierzchotek jest dla tej samej krawedzi poczatkiem i koncem.

Sie¢ jest uktadem tranzytowym, tj. umozliwia przeptyw czynnosci tylko
w jednym kierunku; skoro V<V, za§ V;<V) to wowczas migdzy wierzchotkami
V; oraz V przebiega droga (V, V; )2E.

W grafie sieciowym mozna jednocze$nie okresli¢ wierzchotki i krawedzie
poprzedzajace, jak i wierzcholtki i krawedzie nastgpujace, jesli miedzy odno-
$nymi wierzchotkami istnieje powiazanie krawedziami.

Mianowanymi elementami sieci zaleznosci sa krawedzie, dla ktdrych okre-
$la si¢ np. czasy trwania poszczegdlnych czynno$ci modelowanego przedsig-
wzigcia. Przedstawiaja one logiczny w czasie przebieg czynnosci procesu pro-
dukcyjnego, technologicznego lub funkcji zarzadzania. Sieci czynnosci
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stosowane sa z reguty w klasycznych metodach planowania sieciowego (CPM,
PERT, MPM-Metra*). Sieci czynno$ci przypominaja schematy map komunikacji
drogowej lub kolejowej, z ta tylko roznica, ze dlugosci odcinkéw nie musza
1 najczesSciej nie odpowiadaja wartosciom skalarnym jakie przedstawiaja.

Krawedzie, czyli czynno$ci, oznacza si¢ wartosciami liczbowymi, okre-
Slajacymi czas trwania poszczegolnych czynno$ci’. Wierzchotki, w ktorych
zbiegaja si¢ poszczegdlne czynnosci oznacza si¢ na rysunkach cyframi w kot-
kach, numerujac kolejno liczbami (numeracja porzadkowa). Analiza sieci czyn-
nosci polega na obliczaniu czasow rozpoczecia i ukonczenia poszczegdlnych
czynnos$ci oraz na okresleniu tzw. czynnosci krytycznych, od ktorych zalezy
czas wykonania calego przedsigwzigcia.

3.2. PODSTAWOWE ELEMENTY GRAFOW SIECIOWYCH

Harmonogramy sieciowe oparte na metodzie grafow podaja wzajemne
powiazania poszczegdlnych czynnosci i kolejno§¢ ich wykonania, zgodnie
z technologicznymi wymaganiami procesu pracy, sa tzw. logistycznymi wykre-
sami procesu pracy.

W grafach sieciowych mozna wyrézni¢ nastgpujace charakterystyczne
elementy: wierzchotek poczatkowy lub zdarzenie poczatkowe, od ktorego za-
czyna si¢ sie¢ zalezno$ci, nie poprzedzona zadnymi innymi wierzchotkami,
wierzchotek koncowy lub zdarzenie koricowe, na ktorym konczy sig sie¢ grafu,
po ktorym nie nastepuja zadne inne zdarzenia.

Zaleznie od wzajemnego stosunku poszczegolnych czynnosci, czyli kra-
wedzi sieci zalezno$ci, mozna rozdzielié:

— czynnos$ci szeregowe, ktore postgpuja w pewnej kolejnosci po sobie.
Strzatki na poszczeg6lnych krawedziach wskazuja kolejnos¢ wykonywania tych
czynnosci. Zapis czynno$ci wystepujacych szeregowo, kolejno po sobie przed-
stawiono na rysunku 18. Zapis taki nalezy interpretowaé nastepujaco: czynno$é
b nastepuje po zakonczeniu czynnosci a, a czynnos¢ ¢ rozpoczyna si¢ z chwila
zakonczenia czynno$ci b. Na wykresie Gantta (rys. 17) odpowiada to czynno-
Sciom n, p, t 1 r wykonywanych jedna po drugiej.

Rysunek 18. Zapis czynnosci wykonywanych kolejno po sobie

* CPM - Critical Path Method, PERT — Program Evaluation and Review Technique,
MPM-Metra — Metra Potential Methode.

’ Czasy trwania oznacza si¢ w planowaniu czasu realizacji przedsiewziecia. W analizie
czasowo-kosztowe] moze to by¢ koszt wykonania okre$lonej czynno$ci (PERT-COST) lub
wielkos¢ strumienia przepltywu w analizie przeptywu (Algorytm Forda-Fulkersona).
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— czynnosci zbiezne lub rozbiezne zdazajace do tego samego wierzchotka
lub majace poczatek w tym samym wierzchotku przedstawione zostaty na ry-
sunku 19a 1 b.

a) b)

Rysunek 19. Przyktad czynnosci rozbieznych i zbieznych

Na rysunku 19a zaznaczono, ze czynnosci a, b, i ¢ rozpoczynaja si¢ w tym
samym momencie (trwaja rownolegle) zas$ na rys.19b czynnosci a,b, i ¢ koncza
si¢ w tym samym momencie

Dla przedstawienia bardziej skomplikowanych przykladow wzajemnych
zaleznosci zachodzacych pomigdzy czynno$ciami w teorii grafow wprowadzono
pojecie czynnosci pozornej. W analizie czasowej sieci zalezno$ci czas trwania
czynnoS$ci pozornej jest rowne zeru. Czynno$¢ ta w odrdéznieniu od czynnoS$ci
rzeczywistej nie pochtania zadnych $rodkdéw (czasu, materiatow itp.) 1 jest uzy-
wana do przedstawienia powiazan i zalezno$ci technologicznych migdzy czyn-
nosciami w grafie. Czynnos$¢ pozorna jest rysowana linig przerywana.

Rysunek 20. Zastosowanie czynnosci pozornej w grafach sieciowych
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Na rysunku 20 przedstawiono przyklad zastosowania czynnosci pozornej
w sieciach zaleznosci.

Czynno$ci b i ¢ trwaja rownolegle (rozpoczynaja si¢ w tym samym mo-
mencie), jednak czynno§¢ b musi zakonczy¢ si¢ wczesniej lub w tym samym
momencie co czynno$¢ c.

U~ N
(12 )—e——{13 )—F ——{14)—g——{15 )—n

Rysunek 21. Wykorzystanie czynno$ci pozornych do porzadkowania zaleznosci
migdzy ciagami czynnoS$ci

Dwa réwnolegle realizowane dowolne ciagi czynnosci a-b-c-d oraz e-f-g-h
(rys. 21) potaczone czynnoSciami pozornymi wskazuja wzajemng zalezno$c,
z ktorej wynika, ze czynnos$¢ a realizowana w ciagu czynno$ci a-b-c-d musi
zakonczy¢ si¢ przed rozpoczeciem czynnosci f z ciagu e-f-g-h, a dopiero po jej
zakonczeniu moze by¢ rozpoczeta czynno$é d.

3.3. STOPIEN UWZGLEDNIENIA SZCZEGOLOW
W GRAFACH SIECIOWYCH

Sieci zalezno$ci przedstawiajace dany proces technologiczny moga by¢
mniej lub bardziej szczegdtowe, zaleznie od potrzeb i mozliwosci rachunko-
wych. Na przyktad samo zamontowanie deski rozdzielczej samochodu Opel
Astra II roztozono na ponad 900 czynnosci czastkowych. Oczywiscie w co-
dziennej praktyce organizatorskiej na poziomie zarzadzania operacyjnego tak
znaczne rozszczepienie czynnosci jest zbgdne. Zazwyczaj najmniejsza czynnosc,
na jaka dzieli si¢ program, nie powinna by¢ mniejsza niz 3 promile czasu trwa-
nia catego procesu pracy. Z punktu widzenia efektywnosci zarzadzania celowe
jest zachowanie pewnych rozsadnych proporcji w podziale na poszczegdlne
czynnosci.

Obecne sieci zaleznos$ci rozwiagzywane sa za pomoca programow kompute-
rowych. Najprostszy z nich i najbardziej popularny, MS Project, wchodzi
w sktad pakietu MS Office. Bardziej profesjonalne, np. Primavera stanowia spe-
cjalistyczne aplikacje dostosowane do projektowania przedsigwzig¢ zawieraja-
cych od kilkudziesigciu do kilkuset czynnosci oraz probleméw wymagajacych
optymalizacji zasobow.
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3.4. KONSTRUKCJA SIECI ZALEZNOSCI

Graf sieciowy jako matematyczny model rzeczywistego uktadu czynnosci
i zdarzen powinien w sposob jak najdoskonalszy odwzorowywac przebieg roz-
patrywanego przedsigwzigcia. Przy przedstawianiu za pomoca grafu sieciowego
procesow poddawanych analizie musi by¢ zachowany zwiazek migdzy poszcze-
gblnymi czynno$ciami i zdarzeniami, wynikajacy z catego procesu technolo-
gicznego i1 organizacyjnego przedsigwzigcia. Totez doktadna znajomo$¢ tech-
nologii procesu jest podstawa nalezytego opracowania grafu sieciowego.
Rowniez prawidtowo skonstruowany graf w postaci sieci zaleznosci pozwoli na
przeprowadzenie wnikliwej analizy procesu.

Warunkiem poprawnej konstrukcji i analizy sieci zalezno$ci jest rozroz-
nienie dwoch $cisle zwigzanych z soba proceséw: ustalenia programu dziatania,
tj. okreslenia co, gdzie i kiedy oraz w jakiej kolejnosci ma by¢ wykonane do
zrealizowania przedsigwzigcia oraz ustalenia termindw rozpoczecia i ukonczenia
poszczegblnych czynnos$ci i czasu wykonania catego zadania.

Przed narysowaniem grafu sieciowego nalezy sporzadzi¢ zestawienie
wszystkich czynno$ci skladajacych sig¢ na rozpatrywane przedsigwzigcie oraz
okresli¢ logiczne zwiazki migdzy poszczegdlnymi czynnos$ciami, a w szczego6l-
nosci ustali¢:

— jakie czynnosci poprzedzaja dang czynnosc,

— jakie czynno$ci nastgpuja po danej czynnosci,

— jakie czynnosci moga przebiegac réwnolegle.

Majac ustalong w ten sposéb nomenklature oraz wzajemne powiazania po-
szczegblnych czynnosci lub zdarzen, mozna przystapi¢ do kreslenia sieci zalez-
nosci.

Przy kresleniu rysunkow sieci nalezy zwrdci¢ uwage na podstawowe zasa-
dy algebry graféow sieciowych i przestrzega¢ nast¢pujacych regut:

Kazda czynno$¢ musi zaczyna¢ si¢ w wierzchotku i, a konczy¢ w wierz-
chotku j, czyli musi mie¢ swoje zdarzenie poczatkowe i zdarzenie koncowe,
pamigtajac o zaleznosci i<j.

Zdarzenie poczatkowe nie ma czynnosci poprzedzajacych oraz zdarzenie
koncowe nie ma czynnos$ci nastgpujacych.

Dwie czynnos$ci nie moga zaczynaé i konczy¢ si¢ w tych samych dwdch
wierzchotkach sieci. Stad wynika, ze dwa wierzcholki sieci nie moga by¢ bezpo-
srednio potaczone dwiema rownolegtymi krawedziami.

Czynnosci lub krawedzie wskazujace kolejnosci zdarzen nie musza by¢ ry-
sowane w postaci linii prostych, moga one mie¢ réwniez ksztatt tukéw lub in-
nych w dowolny sposoéb wygietych krzywych, tak aby mogly potaczy¢ odpo-
wiednie zdarzenia. Ksztatt ich nie ma wiec zadnego znaczenia, cho¢ ze wzgledu
na uzyskanie odpowiedniej przejrzystosci grafu najczesciej nadaje im si¢ ksztalt
linii prostych.
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Dhugosci krawedzi, przedstawiajacych czasy trwania czynnosci, nie sa
proporcjonalne ani do czasu, kosztow lub zuzycia materiatow, jakie reprezentu-
ja, ani tez do zadnej innej warto$ci skalarnej, ktora oznaczaja.

Przyjmijmy teraz zalozenie, ze przedstawiony na rysunku 22 wykres
Gantta jest harmonogramem realizacji pewnego, okreslonego procesu produk-
cyjnego, ktorego logiczny model chcemy przedstawi¢ w postaci grafu sieciowe-
go. Jednak, jak wczesniej wspomniano, aby narysowac sie¢ zaleznosci, nalezy
sporzadzi¢ zestawienie wszystkich czynnos$ci sktadajacych si¢ na rozpatrywane
przedsigwzigcie i okresli¢ logiczne zwiazki miedzy poszczegdlnymi czynno-
sciami. Rozpatrywany proces produkcyjny sktada si¢ z siedemnastu czynnosci,
ktére nalezy wykonaé¢ zgodnie z wymogami technologicznymi oraz ustalonymi
warunkami wynikajacymi z przyjetej organizacji robot. Zatozenia technologicz-
ne i organizacyjne procesu przedstawiaja si¢ nastgpujaco:

— a jest czynno$cia poczatkowa,

— czynnos$ci b, ¢ nie mozna rozpoczaé, dopoki nie zostanie ukonczona
czynno$¢ a,

— czynnosci d i e rozpoczynaja sig rownoczesnie po ukonczeniu czynno-
$ci a,

— rozpoczgcie czynnosci fuwarunkowane jes zakonczeniem czynnosci d,

— czynno$ci g i & sa wykonywane réwnolegle i nie moga si¢ rozpoczaé,
dopdki czynno$¢ b nie zostanie ukonczona,

— czynno$¢ { moze by¢ rozpoczeta po zakonczeniu czynnosci ¢,

— wykonanie czynno$ci j umozliwia rozpoczgcie czynnosci £,
czynno$¢ / mozna rozpoczac po ukonczeniu czynnosci i,
rozpoczecie czynno$¢ [ 1 n poprzedza wykonanie czynnosc i,

— czynno$¢ p musi nastgpowac po zakonczeniu czynnosci n,

— czynno$¢ m moze si¢ rozpoczac¢ po ukonczeniu / oraz warunkuje rozpo-
czecie czynnosc £,

— czynno$¢ n moze si¢ rozpocza¢ po ukonczeniu czynnosci j,

— czynno$¢ k musi nastgpowac po zakonczeniu czynnosci g,

— czynno$¢ p musi wyprzedzac czynno$¢ ¢, a rozpoczaé si¢ po ukonczeniu
czynnosci n,

— czynno$¢ r jest czynnoscia koncowa i jest zalezna od ukonczenia
wszystkich poprzednich czynnosci.

Nalezy wigc, na podstawie przedstawionych zalozen technologiczno-
-organizacyjnych skonstruowac sie¢ zaleznosci dla tak zdefiniowanego procesu
produkcyjnego. Sie¢ taka zostala zamieszczona na rysunku 22.
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° RN

3

Rysunek 22. Sie¢ zalezno$ci przedsigwzigcia opracowana
na podstawie zatozen technologiczno-organizacyjnych
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4. ANALIZA SIECI ZALEZNOSCI

Analiza sieci zalezno$ci przedstawiajacych dowolny projekt polega na:

— okres$leniu mozliwie najkrétszego czasu wykonania catego programu
pracy, czyli okreslenia dtugosci tzw. drogi krytycznej,

— wyznaczeniu przebiegu drogi krytycznej 1 czynnos$ci krytycznych, leza-
cych na tej drodze, przebiegajacej od wierzchotka poczatkowego do wierzchotka
koncowego grafu sieciowego,

— okresleniu najwczesniejszych moZliwych i najpoiniejszych dopuszczal-
nych terminéw rozpoczgcia i ukonczenia poszczegdlnych czynnosci, wchodza-
cych w sktad danego grafu sieciowego.

Analize taka mozna przeprowadzi¢ kilkoma sposobami w zalezno$ci od
rodzaju sieci (sieci deterministyczne i sieci stochastyczne) oraz stopnia jej
skomplikowania. Sieci deterministyczne (CPM) to takie sieci, w ktorych czas
trwania czynnosci lub kazdej innej wartosci skalarnej przypisanej krawedzi jest
jednoznacznie okreslony (zdeterminowany). Modele stochastyczne zaktadaja, ze
czasy trwania czynno$ci mozna okresli¢ jedynie z pewnym prawdopodobien-
stwem (PERT i PERT-COST). Sieci stochastyczne (PERT) stosujemy, jesli
trudno jest jednoznacznie okresli¢ czas trwania czynnos$ci. Korzystajac z osza-
cowan statystycznych, podajemy wowczas warto$¢ oczekiwana czasu trwania
czynnoSci oraz jego wariancje, a nastgpnie okreslamy prawdopodobienstwo
zakonczenia projektu w interesujacym nas czasie.

Obecnie najczesciej do analizy grafow sieciowych wykorzystujemy po-
wszechnie dostepne programy komputerowe, ktdére wymagaja jedynie wprowa-
dzenia danych opisujacych konstrukcje sieci zaleznos$ci oraz podania wartosci
skalarnych przypisanych poszczegdlnym krawedziom grafu. Analiza kompute-
rowa bazuje na macierzowej postaci grafu i wykorzystuje analityczne metody
rozwiazywania, przy uzyciu algorytmow. Grafy mniej skomplikowane (do kil-
kudziesieciu czynnosci) rozwiazujemy graficzne, na rysunku grafu sieciowego.
Zakres skryptu ogranicza nasze zainteresowania do metod graficznych, na ry-
sunku sieci, jako metod podstawowych pozwalajacych na zrozumienie metod
algorytmicznych. Zachg¢camy jednak Czytelnika do siggnigcia po szersza litera-
ture przedmiotu, w ktorej sa opisane metody algorytmiczne, pomocne przy opra-
cowywaniu wtasnych programéw komputerowych do specyficznych analiz sieci
zaleznosci.

W zakresie skryptu przedstawione zostang metody analizy grafow siecio-
wych dotyczacych rozwiazywania sieci deterministycznych (CPM) oraz sieci
stochastycznych (PERT).
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4.1. ANALIZA DROGI KRYTYCZNEJ
W SIECIACH DETERMINISTYCZNYCH (CPM)

Po narysowaniu sieci zaleznosci dla danego programu lub procesu produk-
cyjnego, nalezy przypisa¢ poszczegdlnym krawgdziom grafu okre$lone wartosci
skalarne oznaczajace ich miana, jak np. czasy trwania czynnosci, koszty ich
wykonania, naktady materiatowe itp.

Rozpatrzmy tu zastosowanie sieci zaleznosci do okreslenia czasu wykona-
nia catego programu oraz do wyznaczenia termindow realizacji poszczegdlnych
czynnosci. Zaktadamy tu, ze czasy poszczegdlnych czynnosci, jak tez i kolej-
no$¢ ich wykonania wynikaja z procesu technologicznego.

Catkowity czas realizacji catego programu odpowiada trwaniu najdtuzsze-
g0 ciggu czynnosci, czyli sumie czaséw najdiuzszej drogi od zdarzenia poczat-
kowego do zdarzenia koncowego.

Analiza deterministycznej sieci zaleznos$ci obejmuje, oprocz znalezienia
catkowitego czasu trwania, nastgpujacych charakterystyk programu:

— wyznaczenia drogi krytycznej przedsigwzigcia, okreslenia wszystkich
czynnosci lezacych na jej drodze oraz czasu jej trwania,

— Wyznaczenia terminOw zaistnienia poszczegoélnych zdarzen reprezento-
wanych przez wierzcholki grafu, wyznaczenia luzéw czasowych dla zdarzen,

— wyznaczenia najpozniejszych mozliwych i najwcze$niejszych dopusz-
czalnych termindw rozpoczgcia i zakonczenia poszczegdlnych czynnosci. Po-
niewaz kazde zdarzenie w sieci jest zdarzeniem poczatkowym jakiej$ czynnos$ci
oraz zdarzeniem koncowym innej — terminy zaistnienia okreslonych zdarzen
okreslaja terminy rozpoczecia i zakonczenia poszczeg6lnych czynnosci.

Przeprowadzenie analizy drogi krytycznej bezposrednio na rysunku grafu
wymaga odpowiedniego przygotowania samego rysunku. Zdarzenia, czyli
wierzchotki sieci, moga mie¢ tylko dwa terminy, ktore okreslaja moment zajscia
tych zdarzen w czasie realizacji projektu. Sa nimi: najwczesniejszy mozliwy oraz
najpoiniejszy dopuszczalny termin, w ktérym zdarzenie moze zaistnie¢. Termi-
ny te wynikaja z procesu technologicznego przedstawionego modelem siecio-
wym oraz przyporzadkowanym czasom trwania poszczegdlnych czynnosci.
Terminy te musza wigc by¢ w jakis$ sposob w grafie zaznaczone.

Przyjmijmy, ze terminy zaistnienia zdarzen bedziemy oznacza¢ symbolem
T z odpowiednim indeksem gérnym i dolnym. Indeksem dolnym oznaczaé be-
dziemy numer porzadkowy zdarzenia, natomiast indeksami gérnymi w postaci
zera lub jedynki odpowiednio — najwczesniejszy mozliwy oraz najpdzniejszy
dopuszczalny termin zaistnienia danego zdarzenia:

Tio — najwczesniejszy mozliwy termin zaj$cia zdarzenia i,

1 e . oy . . .
T —najpozniejszy dopuszczalny termin zajscia zdarzenia i.
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Jednym ze sposobow oznaczania tych terminéw na rysunku grafu jest wy-
kreslenie wierzchotkow grafu w postaci kot z wydzielonymi czterema polami.
W polach tych wpisywaé bedziemy wyznaczone terminy zaistnienia poszcze-
gblnych zdarzen — wedhug schematu zamieszczonego na rysunku 23.

numer porzadkowy zdarzenia

najwczesniejszy mozliwy

. L . najpozniejsz zczaln
termin zaistnienia zdarzenia ajpozniejszy dopuszczalny

termin zaistnienia zdarzenia

Rysunek 23. Schemat oznaczania wierzchotkow sieci (zdarzen)
w analizie drogi krytycznej przeprowadzonej na rysunku

Terminy rozpoczgcia i zakonczenia czynno$ci wynikaja z terminow zaist-
nienia ich zdarzen poczatkowych i koncowych. Poniewaz kazda czynnosc¢
w sieci ma swoje zdarzenie poczatkowe, ktore ma dwa mozliwe terminy zajscia
oraz zdarzenie konicowe rowniez o dwoch terminach, mozna zatem czynno$ciom
przyporzadkowac¢ cztery terminy — po dwa dla rozpoczgcia i dla zakonczenia.

Jezeli przez t; oznaczymy czas trwania czynnosci i-j to terminy dla po-
szczegblnych czynno$ci oznaczaé¢ bgdziemy symbolem ¢ z odpowiednimi indek-
sami:

0p . L, .. iq. . . e
t;” —najwczesniejszy mozliwy termin rozpoczecia czynnosci i,

1p e . . . ;e e .
¢/ — najpozniejszy dopuszczalny termin rozpoczecia czynnosci i,

%

y

i

i

Przyporzadkujmy zatem czasy trwania poszczegdlnym czynno$ciom sieci
zaleznos$ci przedstawionej na rysunku 23 oraz wykreslmy wierzchotki grafu
w postaci kotek z wydzielonymi czterema polami.

Analiza drogi krytycznej w sieciach zaleznosci sktada si¢ z dwoch krokow.
Wykonujac pierwszy z nich, zwany krokiem w przod, otrzymujemy najwcze-
Sniejsze mozliwe terminy zaistnienia zdarzen. Drugi krok, czyli krok w tyl,
umozliwia wyznaczenie najpozniejszych dopuszczalnych terminow zajscia po-
szczegblnych zdarzen w sieci. Roznica pomigdzy tymi terminami pozwala okre-
sli¢, dla kazdego zdarzenia tzw. luz czasowy. Zdarzenia, dla ktorych luz czasowy
jest rowny zeru nazywamy zdarzeniami krytycznymi a droga w sieci od zdarze-

— najwczesniejszy mozliwy termin zakonczenia czynnosci i-j,

— najpozniejszy dopuszczalny termin zakonczenia czynnosci i-j,
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nia poczatkowego, poprzez zdarzenia krytyczne do zdarzenia koncowego, na-
zywana jest drogq krytyczng. Czas wykonania czynnosci zgodnie z ta droga
okresla mozliwy najkrotszy termin zakonczenia przedsigwzigcia.

Rysunek 24. Sie¢ zaleznos$ci przygotowana do analizy drogi krytyczne;j

Rozpocznijmy zatem analize drogi krytycznej przedsigwzigcia zobrazowa-
nego grafem (rys. 24) od wyznaczenia najwczesniejszych mozliwych terminow
zaistnienia wszystkich zdarzen w sieci (krok w przod).

Najwczesniejszy moZliwy termin zaistnienia zdarzenia okreslony jest wzo-
rem:

T/°=ml_ax{T,°+tij}, i<j (1)

Przyjmijmy, ze 71" =0 czyli, zatem najwczesniejszy mozliwy termin
zaj$cia zdarzenia 2 wynosi:

T = max{T; +t,,}=0+1=1 )

poniewaz zdarzenie 2 poprzedza bezposrednio zdarzenie 3 zatem najwczesniej-
szy mozliwy termin zaj$cia zdarzenia 3 jest rowny najwczesniejszemu mozli-
wemu terminowi zaj$cia zdarzenia poprzedzajacego zdarzenie 3, czyli zdarzenia
2 plus czas trwania czynnosci 2-3, zatem:

T”=ml_ax{T2”+t2v3}=l+4=5 (3)

3
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zdarzeniami poprzedzajacymi zdarzenie 4 sa zdarzenia 2 i 3 zatem musimy
wybra¢ wartos¢ wigksza z obliczonej wzorem:

, T, +t,, 1+5=6
T, =max Cr= =7 4)
NVAES S 5+2=7
podobnie wyznaczymy najwczesniejszy mozliwy termin zaistnienia zdarzenia 5
wybierajac warto$ci wigksza z mozliwosci:
0 =max{T® +1,,}=1+0=1 )
Postepujac w ten sposob do konca sieci, do zdarzenia 15 wyznaczymy

najwczesniejsze mozliwe terminy zaistnienia wszystkich zdarzen. Wyniki anali-
zy sieci zaleznosci w pierwszym kroku (kroku w przod) przedstawia rysunek 25.

Rysunek 25. Wyniki analizy drogi krytycznej w pierwszym kroku

W drugim kroku analizy (krok w tyf) wyznaczymy najpoZiniejsze dopusz-
czalne terminy zaistnienia zdarzen w sieci. Najpoziniejszy dopuszczalny termin
zaistnienia i-tego zdarzenia wyznaczony jest nastepujaco:

T'=min{l' -1},  i<j (6)

! J

Najwczesniejszy 1 najpozniejszy termin zdarzenia koncowego w sieci sa
sobie rowne, gdyz zdarzenie koncowe nie ma nastgpnika. Zatem:

To=T5=26 7
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Zgodnie ze wzorem 6 najp6zniejszy dopuszczalny termin zaistnienia zda-
rzenia 14 obliczymy, odejmujac od najpdzniejszego termin zdarzenia poprzed-
niego 15 (idac wstecz od zdarzenia koncowego) czas trwania czynnosci ¢,4,;s.

T;l = I’I’ll}’l{]-;; _t|4,15}: 26-2=24 (8)
Najpodzniejszy dopuszczalny termin zdarzenia 13 wyniesie:
T, =miniT ~t,,,j=24-3=21 9)
a nastepnie dla:
TIzO =mzn{ 1;_Z12,13}:21_3:18 (10)
T;ll:min{ 1;_1‘11,13}:21_3:18 (11)
! . Tlﬂz_tmlz 18-3=15
T,=miny _ = =14 (12)
/ ]—:1 — Lo 18-4=14
T =min{l} -1,,}=12-0=12 (13)
7' =min{T'~t,,}=12-3=9 (14)
| . T7[ —1, 9-0=9
I, =miny " += =7 (15)
T —t,, 12-5=7
| . T:al —lss 7-3=4
T, =ming 7= =4 (16)
T —t,, 9-5=4
T} =minil, ~t,,}=14-6=8 (17)
T, —t,, 9-4=5
T =ming = b= =5 (18)
T, -t 18-0=18
T, —t,, 8-5=3
T, =minq T —t,, r=15-4=1;=1 (19)
T -t 4-0=4
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7' =min{l} -1, ,}=1-1=0 (20)
Luzy czasowe dla zdarzen policzymy z zaleznosci:
L=T'-T 1)

Wyniki postgpowania w drugim kroku analizy (kroku wstecz) oraz wyzna-
czonych z formuty (21) luzéw czasowych przedstawiono ponizej na rysunku 26.

Rysunek 26. Wyniki analizy drogi krytycznej

Z rysunku 26 wynika, ze droga od zdarzenia poczatkowego do koncowego
przechodzaca przez zdarzenia krytyczne, ktorych luz czasowy jest rowny zeru,
jest droga krytyczng (1-2-3-7-9-11-13-14-15). Jest to najdtuzsza droga w grafie,
a zarazem okre$la mozliwie najkrotszy termin realizacji calego przedsigwzigcia.

Analiza drogi krytycznej grafu oprocz okreslenia drogi krytycznej wymaga
wyznaczenia termindw rozpoczgcia i zakonczenia poszczegélnych czynno$ci
oraz mozliwo$ci przesunigcia w czasie tych terminéw w granicach wyznaczo-
nych przez czas krytyczny.

Z definicji grafu sieciowego wiemy z kolei, ze kazda czynno$¢ musi mie¢
swoje zdarzenie poczatkowe oraz zdarzenie koncowe. Jesli kazdemu zdarzeniu
przyporzadkowali§my dwa terminy zajscia; najwcze$niejszy mozliwy i najpoz-
niejszy dopuszczalny to czynnosciom musimy przyporzadkowac cztery terminy
zwiazane z ich zdarzeniami; poczatkowym i koncowym.

Charakterystyki czasowe rozpoczgcia i zakonczenia czynnosci oraz wystg-
pujace rezerwy czasowe wyznaczymy nastgpujaco:
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Najwczesniejszy mozliwy termin rozpoczecia czynnosci i-j wyznacza naj-
weczesniejszy mozliwy termin zaj$cia zdarzenia poczatkowego tej czynnosci:

(=T (22)

y
Najpo6zniejszy dopuszczalny termin rozpoczecia czynnosci i—j okre§lony
jest przez roznig:
Ip _ i
t) =T —t, (23)
oznacza to, ze najpozniejszy dopuszczalny termin rozpoczecia danej czynnosci
nastapi, jesli czynno$¢ ta zakonczy si¢ w najpozniejszym mozliwym terminie
zaj$cia jej zdarzenia koncowego i od tego terminu odejmiemy czas jej trwania.
Podobnie najwczesniejszy mozliwy koniec czynnosci i-j wystapi wtedy,
gdy czynnos$¢ ta rozpocznie si¢ w najwczesniejszym mozliwym terminie zaj$cia
jej zdarzenia poczatkowego zwigkszonym o czas jej trwaniz:

0k __ 0
t)=T"+1, (24)
Najpozniejszy dopuszczalny termin zakornczenia czynnosci i-j zbiega si¢
z najpozniejszym terminem zajscia jej zdarzenia koncowego:
1k _ ol
ty = T/ (25)
Dla kazdej czynno$ci mozemy wyznaczy¢ rezerwy czasu wykonania zwa-
ne zapasami czasu. Rozrdznia si¢ cztery rodzaje zapasOw czasu:
Z. — zapas catkowity,
Z, — zapas swobodny,
Z,, — zapas warunkowy,
Z, — zapas niezalezny.
Zapas catkowity Z, okreslony jest za pomoca rownania:
_ 0
Z =T -T" —t, (26)
Stanowi on rezerwe czasu, ktory moze by¢ wykorzystany dodatkowo na
wykonanie czynno$ci bez wptywu na termin realizacji projektu.
Zapas swobodny Z; okre$lony jest rOwnaniem:
_ 70 0
Z=T'-T —t, (27)

wykorzystanie tego zapasu nie ma wplywy na zapasy zwiazane z czynno$ciami
nalezacymi do danej §ciezki.
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Zapas warunkowy Z,, okreslony jest nastgpujaco:
Z =T'-T' —t, (28)

stanowi rezerwg czasu, ktéra moze by¢ wykorzystana bez zmniejszenia zapaséw
poprzednich, okreslonych dla danej $ciezki.

Zapas niezaleiny Z, oblicza si¢ wedtug wzoru:
Z,=T"-T' -t (29)

Wykorzystanie tej rezerwy czasowej nie ma wplywu na zapas jakiejkol-
wiek innej czynnosci.

Mozna wykaza¢, ze dla cgynnosci nalezqcych do Scieiki krytycznej
wszystkie zapasy sq rowne zeru. Tym samym wydhluzenie jakiejkolwiek czynno-
sci krytycznej o jednostke powoduje opoznienie realizacji catego projektu
o jednostke. Kazde natomiast skrdcenie czasu czynno$ci na drodze krytycznej
o jednostke powoduje skrocenie czasu realizacji projektu o jednostke. Warto
zaznaczy¢, ze W sieci istnieje co najmniej jedna droga krytyczna. Moze by¢ ich
wigcej, jednak ich liczba jest skoniczona. W skrajnym przypadku moze si¢ zda-
rzy¢, ze wszystkie $ciezki pelne beda krytycznymi. Ta mato realna sytuacja
oznaczalaby koniecznos$¢ realizacji wszystkich czynnosci w Scisle okreslonych
terminach i stwarzalaby duze napigcia w realizacji harmonogramu robot. Taki
sztywny harmonogram w praktyce jest mato prawdopodobny do zrealizowania.

Na podstawie grafu (rys. 26) podane zostaly wyliczone najwczes$niejsze
mozliwe terminy rozpoczegcia, najpoézniejsze dopuszczalne terminy zakonczenia
poszczegblnych czynnosci oraz zostal obliczony zapas catkowity Z.. Wyniki
obliczen zestawiono w tabeli 1.

Wyznaczone terminy zaj$cia zdarzen, terminy rozpoczecia i zakonczenia
czynnos$ci sktadaja si¢ na plan wykonania zadan w czasie realizacji przedsig-
wzigcia zwany harmonogramem.

Z harmonogramu tego wynika, ze 1, 2, 3, 7, 9, 11, 13, 14 i 15 sa zdarze-
niami krytycznymi, bowiem ich luz czasowy jest réwny zeru. Droge krytyczna
tworzy ciag czynnosci (1-2), (2-3), (3-7), (7-9), (9-11), (11-13), (13-14)
i (14-15). Zapasy catkowite dla tych czynno$ci sa rowniez zerowe. Przebieg
drogi krytycznej w grafie przedstawiony zostat na rysunku 27.

W analizie drogi krytycznej zatozyliSmy dla uproszczenia, ze termin roz-
poczecia realizacji naszego przedsigwzigcia nastgpuje w dniu zerowym i do tego
terminu odnosimy wszystkie inne wyznaczone terminy zdarzen i czynnos$ci. Sa
to oczywiscie terminy umowne. W praktyce inzynierskiej taki harmonogram jest
mato przejrzysty. Dlatego rzeczywiste projekty odnosimy zwykle do kalendarza
uwzgledniajacego dni robocze 1 $wigta oraz skrocone lub wydtuzone dni pracy.
Wykorzystanie programéw komputerowych do analizy sieciowej przedsigwzig¢
zostawia ten dylemat programistom, od nich bowiem oczekujemy, by harmono-
gram opisywal terminy zdarzen w dniach kalendarzowych.
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Tabela 1. Wyniki analizy drogi krytycznej w grafie metoda CPM

| Czas Poczatki Konce Zapas
Czynnos¢ . - o PP ; iniei indzniei tkowit

iz trwania najwezesniejszy |najpozniejszy |najwezesniejszy | najpozniejszy ca y

tij mozliwy dopuszczalny| mozliwy dopuszczalny Z,
1-2 1 0 0 1 1 0
2-3 4 1 1 5 5 0
2-4 5 1 3 6 8 2
34 2 5 6 8 8 1
3-7 4 5 5 9 9 0
4-10 6 7 8 13 14 1
5-6 3 1 4 7 7 3
5-7 5 1 4 6 9 3
6-8 5 4 7 6 12 3
7-9 3 9 9 12 12 0
9-11 6 12 12 18 18 0
10-11 4 13 14 18 18 1
10-12 3 13 15 18 18 2
11-13 3 18 18 21 21 0
12-13 3 16 18 19 21 2
13-14 3 21 21 24 24 0

Rysunek 27. Przebieg drogi krytycznej w grafie po obliczeniach zapasow czasow
dla wszystkich czynnosci w sieci
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4.2. ANALIZA STOCHASTYCZNYCH SIECI ZALEZNOSCI (PERT)

Drogg krytyczna w sieciach stochastycznych stanowi rowniez najdtuzszy
ciag czynnosci, prowadzony od zdarzenia poczatkowego do zdarzenia koncowe-
go. W sieciach weztowych, typowych dla klasycznej metody PERT, droge kry-
tyczna wyznacza¢ beda wierzcholki sieci, czyli zdarzenia, ktérych najwczesnie;j-
sze terminy zajcia 7" beda mialy te same warto$ci co terminy najpozniejsze

T'. Dotyczy to warto$ci $rednich zbioru, czyli:

I'=T (30)
natomiast wariancje tych zbioréw moga by¢ rozne:

o, *0; (31)

Droga krytyczna, zgodnie z zalozeniem, bedzie najdtuzsza droga w zbiorze
drég, prowadzacych od zdarzenia poczatkowego i = / do zdarzenia koncowego

j=n.
7, = max{i(P, —P,.)} (32)

gdzie:

P;1P;—wierzchotkiii j grafu

Dlugo$¢ drogi krytycznej jest réwniez warto$cia zmiennej losowe;,
o wartosci §redniej ¥, 1 wariancji:

6, =Y o, (33)

Wariancja drogi krytycznej rowna si¢ sumie wariancji czynnos$ci lezacych
na tej drodze.

W sieciach stochastycznych istnieje pewne prawdopodobiefistwo, ze réw-
niez inne czynnosci niekrytyczne, prowadzace od zdarzenia poczatkowego do
koncowego, beda mogtly sta¢ si¢ drogami krytycznymi, prawdopodobienstwo to
bedzie jednak mniejsze niz w przypadku drogi krytyczne;.

Zgodnie z klasyfikacja modeli sieciowych metoda PERT nalezy do sieci
o zdeterminowanej strukturze logicznej, a charakter probabilistyczny maja je-
dynie parametry opisujace czynnosci (np. czasy trwania, koszty). Czasy trwania
poszczego6lnych czynnosci f; sa zmiennymi losowymi, a rozktad prawdopodo-
bienstwa wystgpowania tych réznych czasow trwania podlega rozktadowi beta.

Dla oszacowania kazdej czynnos$ci potrzebne sa trzy oceny czasu jej trwa-
nia:
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a — czas optymistyczny (czas trwania czynno$ci w najbardziej sprzyjaja-
cych warunkach),
b — czas pesymistyczny (czas trwania czynnosci w najmniej sprzyjaja-
cych warunkach),
m — czas najbardziej prawdopodobny (modalny) (czas, ktory najczesciej
wystepuje przy wielokrotnym powtarzaniu czynnosci).
Na podstawie tych trzech ocen oblicza sig¢ oczekiwany czas trwania czyn-
nosci:
;= +4m+b
‘ 6

oraz wariancj¢ czasu oczekiwanego:

o =(b_“j (35)

(34)

6

ktora okresla spodziewane odchylenie rzeczywistego czasu trwania czynnosci od
wyznaczonego czasu oczekiwanego.

W metodzie PERT czas trwania projektu wyliczony po $ciezce krytycznej
jest wielkoscia losowa, rzeczywisty termin koncowy moze si¢ mniej lub bardziej
r6zni¢ od wyznaczonego na podstawie czasow oczekiwanych w zaleznosci od
wielko$ci wariancji poszczeg6élnych czynnosci lezacych na drodze krytyczne;.
Stad wariancja terminu wykonania catego przedsigwzigcia jest suma wariancji
czynno$ci krytycznych.

Znajac oczekiwany termin wykonania, wyznaczony po drodze krytycznej
oraz jego wariancjg, mozna obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze przedsigwzigcie
bedzie zakonczone w pewnym narzuconym z gory (dyrektywnym) terminie 7,

W tym celu oblicza sig¢ statystyke x wedtug wzoru:

T,-T
X =—t= (36)
GTW
gdzie:
T, —jestnarzuconym z goéry terminem,
T, —oczekiwanym terminem wykonania przedsigwzigcia (najwczesniej-

szym mozliwym terminem zajécia zdarzenia koncowego w sieci 7).

Dla obliczonego wspotczynnika x z tablic dystrybuanty rozktadu normal-
nego odczytuje si¢ prawdopodobienstwo dotrzymania narzuconego z gory ter-
minu, tzn.

P{T, <T }=d(x) (37)
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Jezeli wartosci prawdopodobienstwa dotrzymania terminu planowanego
znajduja si¢ w granicach od 0,25 do 0,6 to mozna uznaé, ze dotrzymanie tego
terminu jest realne. Jezeli jednak ®(x) < 0,25 to istnieje znikoma szansa dotrzy-
mania terminu dyrektywnego. Przy wartosci F(x) > 0,6 przyjmuje sig, ze istnieja
w calym harmonogramie przedsigwzigcia pewne — niewykorzystane moce prze-
robowe (nadmiar zasobow sily roboczej, maszyn, urzadzen) do wykonania pro-
jektu w terminie dyrektywnym.

Rozwazmy jeszcze raz nasze przedsigwzigcie sformutowane w rozdziale
poprzednim, zaktadajac, ze czasy trwania poszczegoélnych czynnosci sa zmien-
nymi losowymi i nie potrafimy ich jednoznacznie okresli¢. Mozemy tylko podac
zakladane czasy optymistyczne b, pesymistyczne a oraz najbardziej prawdopo-
dobne m. Pozostate wartosci charakteryzujace czynnosci w sieciach stochastycz-
nych wyliczymy z zaleznosci (34) i (35). Przyjete i obliczone parametry nasze-
go przedsiewzigcia zawiera tabela 2.

Tabela 2. Podstawowe charakterystyczne parametry przedsigwzigcia
do obliczenia stochastycznej sieci zaleznosci

Czynno$¢ Czasy trwania w dniach 2
L te o .
i-j a m b ij

1-2 1 2 3 3 0,111
2-3 2 4 6 5 0,444
2-4 3 5 7 7 0,444
34 1 2 4 3 0,250
3-7 3 4 6 6 0,250
4-10 4 6 8 8 0,444
5-6 2 3 5 4 0,250
5-7 3 5 7 7 0,444
6-8 3 5 7 7 0,444
7-9 2 3 4 4 0,111
9-11 3 6 8 8 0,694
10-11 2 4 7 6 0,694
10-12 2 3 4 4 0,111
11-13 2 3 5 4 0,250
12-13 2 3 4 4 0,111
13-14 1 3 5 4 0,444
14-15 1 2 3 3 0,111

Dane zawarte w tabeli 2 zostaly naniesione na rysunek sieci zaleznosci
(rys. 27). Czynno$ci w sieci opisane sa na niej czterema parametrami. Nad
strzatka podane zostaly odpowiednio warto$ci czasoOw pesymistycznych, najbar-
dziej prawdopodobnych i optymistycznych, a pod strzatka, w nawiasach prosto-
katnych warto$ci czaséw oczekiwanych.
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Rysunek 28. Stochastyczna sie¢ zaleznosci PERT

Ponizej (rys. 29) przedstawiono analiz¢ drogi krytycznej przedsigwzigcia,
obliczong na podstawie warto$ci czasow oczekiwanych. Tym razem wartosci
czasOw oczekiwanych podano nad strzalka, a pod strzatka w nawiasach podane
zostaly warto$ci wariancji poszczegolnych czynnosci. W koétkach obrazujacych
zdarzenia w sieci podano w sieciach deterministycznych najpdzniejszy i naj-
wcezesniejszy termin zaj$cia zdarzen.

Rysunek 29. Analiza drogi krytycznej w metodzie PERT
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Z przeprowadzonej analizy wynika, ze oczekiwany czas realizacji przed-
sigwzigcia (dtugo$¢ drogi krytycznej wyznaczonej po czasach oczekiwanych)
wynosi 7° = T' = 36 dni. Wyznaczona wedtug wzoru (33) wariancja dla tego
czasu wynosi G, = 2,087, stad spodziewana wielko$¢ odchylenia rzeczywistego

terminu wykonania projektu od terminu oczekiwanego (30 dni) wynosi

0, =+/2,087 =+1,44 dnia.

Zatézmy, ze interesuje nas prawdopodobienstwo dotrzymania skroconego
do 30 dni terminu zrealizowania przedsigwzigcia zamiast w wyliczonych 36
dniach.

Obliczmy zatem statystyke x wedlug zaleznosci (36):

L _TL.-T. _30-36
o 1,44

W

=-4166

i wedtug zaleznosci (37) odczytajmy z tablic dystrybuanty rozktadu normalnego
prawdopodobienstwo dotrzymania narzuconego z gory terminu dyrektywnego, tzn:

P{T, <T, }=®(-4166)=0,00001591

Poniewaz warto$¢ dystrybuanty rozkladu normalnego ®(x)<0,25 -
wynosi  bowiem 0,00001591, zatem prawdopodobienstwo dotrzymania
30-dniowego terminu realizacji tego przedsigwzigcia jest praktycznie rowne
zeru.

Gdybysmy planowali skrocenie czasu ukonczenia przedsigwzigcia o dwa
dni, a wigc w ciagu 34 dni statystyka x wyniesie:

T,-T, 34-
x=detle 32905

\/(? 1,44

stad prawdopodobienstwa dotrzymania 34-dniowego czasu realizacji calego
przedsigwzigcia w tym przypadku wyniesie:

P{T, <T, }=®(-139)=0,0826

1 jest rbwniez zbyt niskie, by mozna byto zaktadac¢ realno$¢ takiego przyspieszenia.
Prawdopodobienstwo wykonania przedsigwzigcia w ciagu 36 dni zgodnie
z wyliczona droga krytyczna wynosi:

P{T, <T, }=d(044)=073621

jest wiec wigksze od wartosci ®@(x)<0,25, mozna zatem powiedzieé, ze praw-
dopodobienstwo realizacji przedsigwzigcia zgodnie z wyliczona na podstawie
oczekiwanych czaséw wykonania poszczegolnych czynnosci jest realne.
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5. METODA PLANOWANIA SIECIOWEGO MPM-METRA

W latach siedemdziesiatych ubieglego wieku weszla do praktyki organi-
zatorskiej metoda planowania sieciowego MPM (Metra Potential Metode). Me-
toda ta zostata opracowana we Francji przez B. Roya i rozpowszechniona przez
francuskie towarzystwo naukowe SEMA (Sociéeté d’Economie et de Mathéma-
tique Appliquées) nalezace do migdzynarodowego stowarzyszenia naukowego
METRA International, zajmujacego si¢ badaniami naukowymi i ekspertyzami
z dziedziny organizacji pracy, stad nazwa MPM-METRA.

Metoda planowania sieciowego MPM-METRA jest metoda determini-
styczna. W pordéwnaniu z metoda CPM wykazuje ona szereg zalet, jest bowiem
prostsza i umozliwiajaca przedstawienie nawet bardzo skomplikowanego przed-
sigwzigcia w postaci graficzno-analitycznej w sposob bardziej czytelny i intu-
icyjny.

5.1. ZASADY METODY MPM

Istotna cech¢ metody planowania sieciowego MPM stanowi odmienny
sposob przedstawienia grafu sieciowego. Podobnie, jak w innych metodach sie-
ciowych, graf sktada si¢ z krawedzi i weztdow, lecz w metodzie MPM-METRA
wezly oznaczaja czynnosci, natomiast krawedzie migdzy weztami, zaopatrzone
w strzatki kierunkowe, maja jedynie zadanie porzadkujace, wykazuja kolejnos¢
1 wspotzalezno$¢ w czasie poszczegolnych czynnosci. Dla odroznienia grafow
sieciowych MPM od innych, wezly sieci, oznaczajace czynnosci, przedstawiamy
w postaci prostokatow, wewnatrz ktorych mieszcza si¢ symbolowe i liczbowe
oznaczenia informujace o rodzaju czynno$ci prezentowanej przez wezet. W na-
wiasach podawane sa czasy trwania czynnosci. Krawedzie taczace wezly
w okreslony logiczny sposob kre§lone sa zazwyczaj pionowo lub poziomo. Kaz-
dy graf sieciowy rozpoczyna si¢ od wezla poczatkowego, ktory nie oznacza
zadnej czynno$ci i oznaczony jest symbolem START. Czas wezta poczatkowego
jest rowny zeru. Od niego liczy si¢ czasy rozpoczecia i ukonczenia poszczegol-
nych czynnosci.

Dzigki zastosowaniu krawedzi-tukdw, ilustrujacych powiazania migdzy
czynnosciami oraz oznaczen liczbowych nad i pod krawedziami jest mozliwe
doktadne okreslenie na wykresie sieciowym terminu rozpocze¢cia danej czynno-
$ci w stosunku do momentu rozpoczgcia czynnosci bezposrednio ja poprzedza-

Jacej.
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Przyjmijmy nastgpujace zasady oznaczenia tukow:

— warto$¢ dodatnia nad tukiem oznacza najwcze$niejszy termin rozpocze-
cia czynnos$ci nastgpujacej, liczac od momentu rozpoczgcia czynnosci poprze-
dzajacej; oznaczenie: ¢,” — najwcze$niejszy termin rozpoczecia czynnosci B
wobec terminu rozpoczgcia czynnosci poprzedzajacej A,

— warto$¢ ujemna pod tukiem przeciwnym oznacza najpdzniejszy termin
rozpoczgcia czynno$ci nastgpujacej, liczac od momentu rozpoczgcia czynnosci
poprzedzajacej; oznaczenie: ¢, — najpdzniejszy termin rozpoczegeia czynnosci B
wobec terminu rozpoczg¢cia czynnosci poprzedzajacej A.

Rozpatrzmy typowe oznaczenia sieciowe MPM.

Najwczesniejszy termin rozpoczecia czynnosci B okresla si¢ w stosunku
do poprzedzajacej ja czynnos$ci A. Zapis przedstawiony na rysunku 30 oznacza,
ze czynno$¢ B moze najwczesniej rozpoczaé si¢ w trzecim dniu (jesli skala cza-
su oznaczona jest w dniach) od momentu rozpoczgcia czynnosci A. Czyli
t;” =3. Je$li czas trwania czynno$ci A wynositby 3 dni czyli 7 =3, wowczas
zapis podany na rysunku oznacza, ze czynno$¢ B rozpoczyna si¢ bezposrednio
po ukonczeniu czynnosci A.

A B
{a) {5

Rysunek 30. Okreslenie najwczesniejszego terminu rozpoczgeia czynnosci

Jesli chcemy doktadnie okresli¢ termin rozpoczecia czynnosci nastepujacej
w odniesieniu do momentu rozpocze¢cia czynnosci poprzedzajacej, bez wzgledu
na czasy trwania tych czynnosci, to stosujemy zapis podany na rysunku 31.

5

h

'y

A B
(Zy) {£5)

-5
Rysunek 31. Okreslenie doktadnego terminu rozpoczgcia czynnos$ci

Zapis podany na rysunku powyzej oznacza, ze czynnos¢ B musi rozpoczac
si¢ doktadnie w piatym dniu od terminu rozpoczecia poprzedzajacej ja czynnosci
A. Piaty dzien jest najwczesniejszym i jednoczesnie najpdzniejszym terminem
rozpoczecia czynnosci B w stosunku do czynnosci A:

1 =t =5.

B
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Okreslenie najwcze$niejszego 1 najpdzniejszego terminu rozpoczecia
czynnosci w odniesieniu do momentu rozpoczecia czynnosci poprzedzajacej
przedstawia rysunek 32.

Y

2
A L B
M) s )

Rysunek 32. Okreslenie najwczesniejszego i najpdzniejszego terminu rozpoczecia czynnosci
Czynno$¢ B moze si¢ rozpoczaé najwczesniej w drugim dniu, ale nie poz-
niej niz w piatym dniu, liczac od momentu rozpoczecia czynnosci A:
0p 1p
1y <t

Jesli czynnos$¢ nastepujaca musi rozpoczaé sie¢ w tym samym momencie co
czynno$¢ poprzedzajaca (rys. 33) oznaczenia tych dwoch krawedzi maja war-
tos¢ zero:

0
AL " B
() 0 s

Rysunek 33. Okreslenie czynnos$ci trwajacych rownolegle
(rozpoczynajacych si¢ w tym samym momencie)
czyli:

1y =t =0

Omawianie pozostatych mozliwych kombinacji #,” i ¢, nie jest celowe,

poniewaz oznacza faktyczna zmiang kolejnosci migdzy czynnos$ciami A i B.
Zaleznosci przedstawione powyzej na rysunkach w odniesieniu do czyn-
nosci B oznaczaja:
t =t — czynno$¢ B musi rozpoczaé si¢ punktualnie w oznaczonym
czasie;
0 1 . . . e .
tg" <t — czynno§¢ B moze rozpoczaé si¢ z opdznieniem lub trwaé
. 1p 0py.
dtuzej, ma zapas czasu (¢, —1;");
t =t" =0 — czynno$¢ B musi rozpoczaé si¢ rownoczes$nie z poprze-
dzajaca ja czynnoS$cia A.
Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami czasy f  maja wartoSci ujemne

1 strzatki skierowane w lewo. Stad:

(1, —t,")=0.
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Bezwzgledna warto$¢ czasu ¢ musi by¢ zawsze wieksza niz ¢°”, dotyczy
to nie tylko relacji dwoch czynnosci, nastgpujacych po sobie, ale rowniez i sze-
regu zlozonego z kilku czynnos$ci kolejnych. W sieciach konstruowanych we-
dhug zasad MPM nie dopuszcza si¢ do powstawania zamknietych petli 1 cykli
czynnosci.

Terminy rozpoczgcia kolejnej czynno$ci B nie sa zwigzane lub zalezne od
czasu trwania poprzedzajacej czynno$ci A, mozna jednak rozr6znic¢ trzy mozli-
we sytuacje, kiedy czynno$¢ B rozpoczyna si¢:

a) zaraz po ukonczeniu czynnosci A. Wskaznik najwczesniejszego rozpo-
czgeia czynno$ci B rowna si¢ w tym przypadku dlugosci czasu trwania poprze-
dzajacej czynnosci A (rys. 34):

A
]
B
—ty— ]

Rysunek 34. Czynnos$¢ B rozpoczyna si¢ bezposrednio zakonczeniu po czynno$ci A

b) w trakcie trwania czynnosci A (rys. 34):

07 —»f

Rysunek 35. Czynnos$¢ B rozpoczyna si¢ po pewnym zaawansowaniu prac zwiazanych
z czynnoscia A

a) po uptywie pewnego czasu od zakonczenia czynnosci A (rys. 36):

Rysunek 36. Rozpoczgcie czynnosci B z opdznieniem wobec zakonczenia czynnosci A
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Grafy sieciowe MPM umozliwiaja logiczne przedstawienie, w postaci gra-
ficznej, dowolnego procesu pracy. W tym celu proces pracy nalezy uprzednio
roztozy¢ na poszczegoélne czynnos$ci, nadajac tym czynnosciom oryginalne na-
zwy, umozliwiajace identyfikacje ich na grafie. Na wykresie sieciowym czynno-
$ci przedstawia si¢ w postaci prostokatow i oznacza kolejno symbolami przypi-
sanymi do reprezentujacych je czynnosci.

Ponadto nalezy okreslic:

— czasy trwania poszczego6lnych czynnosci,

— kolejno$¢ wykonania poszczegodlnych czynnosci, okreslajac czynnosci
poprzedzajace, nastgpujace lub wykonywane rownoczesnie,

— w jakim czasie, liczac od rozpoczgcia poprzedzajacej czynnosci A, moz-
na najwczesniej, wzglednie musi si¢ najpdzniej rozpoczaé czynnos¢ nastepujaca
B i inne czynno$ci nastepujace.

Informacje te, oparte na znajomosci danego procesu technologicznego,
stanowia podstawe narysowania grafu sieciowego. Przyktad grafu sieciowego
wedtug metody MPM-METRA zostat przedstawiony na rysunku 37. Opraco-
wany zostat dla przedsigwzigcia przedstawionego juz za pomoca harmonogramu
Gantta (rys. 17) oraz za pomoca sieci zaleznosci CPM (rys. 21). Czynnosci sa tu
oznaczone duzymi literami, za§ podane obok liczby w nawiasach oznaczaja cza-
sy trwania poszczegoOlnych czynno$ci. Wskazniki liczbowe, umieszczone nad
krawedziami taczacymi poszczegolne czynnosci podaja najwczesniejsze czasy
rozpoczecia nastepnej czynnosci, jezeli grot strzatki skierowany jest w prawo
oraz czasy najpdzniejszego rozpoczecia nastgpnej czynnosci, gdy grot strzatki
skierowany jest w lewo, za§ warto$¢ liczbowa zapisana jest ze znakiem ujem-
nym. Wartosci czaso6w odnosza si¢ zawsze do poczatku rozpoczecia czynnosci
poprzedzajace;.

EEE—
5
2
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' 0 -0 . alla T
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Rysunek 37. Sie¢ zaleznosci MPM-METRA dla rozpatrywanego przedsigwzigcia
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5.2. ANALIZA GRAFU SIECIOWEGO MPM-METRA

Analiza grafu sieciowego MPM umozliwia okreslenie wartosci:

czasOw najwczesniejszych rozpoczecia ¢ i ukofczenia ™ czynnosci:
0k _ L0p
th ="+t (38)

, o e . . . , . 1k L.
czasOw najpdzniejszych rozpoczegcia ¢ i ukoficzenia ¢ czynnosci:

1k

=t +t, (39)

czasow ukonczenia catego przedsigwzigcia, zapasow czasu, czyli tolerancji
w terminach rozpoczgcia lub ukonczenia poszczegdlnych czynnosci:

Z =" =t lub ¢'7 -7 (40)

ustalenie czynnosci krytycznych, niewykazujacych zapaséw czasu, ktorych ter-
minowe rozpoczgcie i ukonczenie wptywa na dotrzymanie terminu koncowego
catego przedsigwzigcia.

Analizg grafu sieciowego mozna przeprowadzi¢ graficznie na podstawie
rysunku sieci, albo analitycznie, przy uzyciu algorytmu macierzowego. Metoda
graficzna nie jest trudna, lecz pracochtonna, zwlaszcza w przypadkach, gdy sie¢
obejmuje wigksza liczbe czynnosci. Sposdb przeprowadzenia analizy grafu
MPM metoda graficzna jest opisany w literaturze®. Praktycznie nie ona stosowa-
na w programach liczacych wigcej niz kilkanascie czynno$ci z uwagi na jej pra-
cochlonno$¢. Dlatego w tym miejscu skoncentrujemy si¢ szerzej na opisaniu
metody algorytmicznej na podstawie macierzy incydencji sporzadzonej, wyko-
rzystujac graf MPM. Macierz taka, sporzadzona na podstawie sieci MPM, prze-
stawionej na rysunku 37, zamieszczono w tabeli 3.

Do poszczegélnych pol macierz wpisane zostaty oznaczenia tukow, czyli
najwczesniejsze i najpdzniejsze terminy rozpoczgeia czynnosci. Wiersze ozna-
czaja poczatek tuku (czynnos$¢ poczatkowa), kolumny — koniec tuku (czynnosé¢
koncowa).

Przed obliczeniem najwcze$niejszych termindw (¢,” ) rozpoczecia czynno-

Pt

ci N trzeba wyliczy¢ wielko$ci pomocnicze ¢, i ¢,”". Parametr ¢, uwzgled-
nia dodatnie relacje wystepujace migdzy czynnosciami. Oblicza si¢ go, korzy-
stajac z wyznaczonej wczesniej macierzy, dla kazdej czynnos$ci, postgpujac
kolumnami od lewej strony w prawo, sumujac wartosci lezace na skrzyzowaniu

danej kolumny z wczesniej obliczonymi warto$ciami ¢,”*, odpowiadajacymi

N

6 Opis graficznej metody obliczania sieci MPM-Metra oraz matody algorytmu macierzowego przed-
stawia St. Bladowski w ksiazce pt. ,,Metody sieciowe w planowaniu i organizacji pracy” PWE Warszawa 1970.
Metoda algorytmiczna jest rowniez opisana przez M. Trockiego i wspotautorow. w ,,Zarzadzaniu projektami”
PWE Warszawa 2003.
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czynnosci zapisanej w tym samym wierszu co warto$¢ liczbowa w rozpatrywa-
nej kolumnie. Jezeli w kolumnie znajduje si¢ kilka wartosci liczbowych w roz-
nych wierszach, to nalezy wykona¢ dodawanie dla wszystkich tych wierszy,
a dla danej czynnosci przyja¢ warto$¢ ¢,”", odpowiadajaca najwigkszej z obli-

N
czonych warto$ci. Dla czynnosci poczatkowej ST przyjmuje si¢ warto$¢ ¢,7" = 0.

sT

Tabela 3. Macierz relacji czasowych pomigdzy czynnos$ciami
wchodzacymi w sktad przedsigwzigcia przedstawionego na rysunku 37

ST| A|B|C|D|E|F|G|H|IT|J|K|L|N|M|P|T]|R
ST 0 0
A 1| 1]2
B -1 4
C 5
D 0 3
E 0 4
F 0
G -3 5
H 0
I -5 6
J 4
K 2
L -2 013
N 0 4
M
P -4 2
T 3
R

0p+
N

przedsigwzigcia wygladaja nastepujaco:

Obliczenia ¢,”" dla czynnosci wychodzacych w sklad analizowanego

- dla czynnosci: ST - 0+0=0

- dla czynnosci A - 0+0=0 poprawka -1+1=0

- dla czynnosci B - 1+0=1

- dla czynnosci c - 1+0=1 poprawka -5+6=1
- -3+5=2

- dla czynnosci D - 1+0=1 poprawka 0+1=1

- dla czynnosci E - 0+1=1

- dla czynnosci F - 4+1=5

- dla czynnosci G - 3+1=4

- dla czynnosci H - 0+5=5

- dla czynnosci I - 5+1=6
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- dla czynnosci ] - 4+1=5

- dla czynnosci K - 5+4=9 poprawka -2+12=10
6+6=12

- dla czynnosci L - 4+5=9 poprawka 0+12=12
2+10=12

- dla czynnosci N - 0+12=12

- dla czynnosci M - 3+12=15

- dla czynnosci P - 4+12=16

- dla czynnosci T - 2+16=18

- dla czynnosci R - 3+18=21

Do dalszych obliczen przyjeto najwigksze z  wyliczonych wartosci,
uwzgledniajac rowniez wyliczona poprawke z uwagi na ujemne relacje t]?,p -
migdzy czynno$ciami.

Obliczone warto$ci naniesiono na macierz przedsigwzigcia. Macierz ta zo-
stata przedstawiona w tabeli 4.

Tabela 4. Macierz przedsigwzigcia z obliczeniami l‘zp

~
<
]
3

stla|B|c|p|Elr|c|uli]s|k|l|n|M|p|T|r] & |8 ¢
ST | 0 0 0
A 1|11 0 0
B -1 4 1 0 1
C 5 1 1 1
D 0 3 1 2 2
E 0 4 2 2
F 0 5 5 5
G 3 5 5 5
H 0 5 5
I 5 6 6 6
J 4 6 6
K 2 10 [10] 10
L 2 03 12 12
N 0 4 2 2| 2
M 15 15
P 4 2 16 16
T 3] 18 18
R 21 21

Warto$¢ ¢,” dla kazdej czynno$ci wyznacza si¢ poprzez przyjecie wigkszej
z obu obliczonych wartosci #\"" lub ¢,".

W celu obliczenia najpdzniejszych termindow rozpoczecia czynnos$ci N
(t! ), wchodzacych w sktad analizowanego przedsigwzigcia nalezy sig postuzy¢
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ta sama macierza incydencji, uzupetniona o kolumne 7, zawierajaca dodatkowo

czasy trwania poszczegolnych czynnosci oraz przygotowane do obliczen wiersze
1p+ . 1p—
t)", atakze t," .

Przed obliczeniem najp6zniejszych termindéw rozpoczecia czynnosci N

(1) ) trzeba wyznaczy¢, jak uprzednio, wielko$ci pomocnicze ¢,”* oraz ¢

1p-
N /

N
1 . . . . . L, . .
Parametr ¢,/ uwzglednia dodatnie relacje wystepujace miedzy czynno$ciami.
Obliczenia rozpoczyna si¢ od wpisania w polach macierzy lezacych na przecig-
. . 1P+ lp . , . . . .
ciu wierszy ¢,"" oraz f,; z kolumna ¢, terminu zakonczenia przedsigwzigcia,
bedacego najwigksza z sum czasu trwania danej czynnosci i jej najwczesniejsze-
. .0

go czasu rozpoczecia, czyli ¢, +1,, .

Dalsze obliczenia przeprowadza si¢ wierszami, poczawszy od wiersza dol-
nego, przez odejmowanie:

— od terminu realizacji przedsigwzigcia czsu trwania czynnosci, dla ktorej
obliczana jest biezaca warto$¢ .

N 9
. L, e . . 1 . . , .
— od obliczonego wczesniej terminu ¢,”", odpowiadajacego czynnosci

zapisanej w tej samej kolumnie co dodatnia warto$¢ liczbowa znajdujaca si¢
w analizowanym wierszu, t¢ wlasnie wartos¢; jezeli w wierszu jest zapisane
kilka wartosci dodatnich — w roéznych kolumnach — to opisane odejmowanie
przeprowadza si¢ dla wszystkich kolumn.

Jako najpoézniejszy termin rozpoczgcia czynno$ci ¢

1p+
N

przyjmuje si¢ naj-
mnigjsza z roznic obliczonych powyzsza metoda.

Macierz projektu uzupetiona o dodatkowe kolumny zamieszczona zostata
w tabeli 5.

W dalszej kolejno$ci wyznacza si¢ parametr ¢, uwzglgdniajacy tylko
ujemne relacje migdzy czynnosciami. Oblicza si¢ go analogicznie do parametru
¢, korzystajac jedynie z ujemnych wartosci liczbowych macierzy. Obliczenia
przeprowadza si¢ wierszami, poczawszy od wiersza dolnego, przez odejmowa-
nie od terminu t}V’” obliczonego wczesniej, odpowiadajacego czynnosci zapisa-
nej w tej samej kolumnie co ujemna warto$¢ liczbowa znajdujaca si¢ w analizo-
wanym wierszu, t¢ wilasnie warto$¢. Jezeli w wierszu znajduje si¢ wigcej
warto$ci ujemnych — w réznych kolumnach — to przeprowadza si¢ odejmowanie
dla wszystkich kolumn.

Czas realizacji catego projektu wynosi 23 dni, poniewaz dla czynnosci R
suma czasu jej trwania oraz terminu jej rozpoczecia wWynosi: ¢ +¢, = 21+2 =23.
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1p+
N

Obliczenia ¢,”" oraz t]lf_ dla wszystkich czynnosci wchodzacych w sktad

analizowanego przedsigwzigcia wygladaja nastepujaco:

— dla czynnosci R - 23-2=21
— dla czynnosci T — 23-3=20 lub 21-3=18*
— dla czynnosci P — 23-2=21 lub 18-2=16* popr. 16
— dla czynnosci M - 23-3=20
— dla czynnosci N —  23-4=19 lub 16-4=12* popr. 12
— dla czynnosci L — 23-3=20lub 20-3=17 lub 12-0=12*  popr. 12
— dla czynnosci K —  23-6=17 lub 12-2=10%
— dla czynnosci J —  23-2 lub 12-4=8*
— dla czynnosci I —  23-6=17 lub 12-6=6* popr. 6
— dla czynnosci H - 23-3=20 popr. 6
— dla czynnosci G —  23-5=18 lub 10-5=5* popr. 5
— dla czynnosci F —  23-1=22 lub 6-0=6*
— dla czynnosci E - 23-6=17 popr. 2%
_ dla czynnosei D _23-3=20 lub 5-3=2* lub

2-0=2
— dla czynnosci C — 23-5=18 lub 5-3=2*
— dla czynnosci B —  23-4=19 lub 6-4=2 popr. 1*
—  dla czynnosci A o 23-1=22lub2-1=1

lub 1-1=0* lub 2-1=1
— dla czynnosci ST —  23-0=23 lub 0-0=0*

Do dalszych obliczen przyjgto wartosci oznaczone pogrubiona czcionka
i symbolem gwiazdki — jako warto$ci najmniejsze — uwzgledniajac réwniez
wyliczona poprawke z uwagi na relacje ujemne t,lf_ miedzy czynno$ciami.

Po dokonaniu uprzednich obliczen jest mozliwe wyznaczenie:
najwczesniejszych terminéw zakonczenia czynnos$ci: ¢, =¢," =1,
najpozniejszych termindw zakonczenia czynnoscei: ¢, =1," +1,,
zapasy czasu dla poszczegdlnych czynnosci: Z, =¢, —t,' lub Z, =" —1,".

Czynnosci, dla ktorych zapas czasu jest rowny zeru, s czynnos$ciami kry-
tycznymi. Opdznienia w ich realizacji spowoduja opdznienie zakonczenia catego
przedsigwzigcia.

Wyniki obliczen terminéw zakonczenia czynnosci, zapaséw czasu 1 wska-
zanie czynnosci krytycznych zawarto w tabeli 6.

Graf MPM z zaznaczonymi czynno$ciami krytycznymi oraz zapasami cza-
su dla czynnosci niekrytycznych zaznaczono na rysunku 38. W prostokatach
oznaczajacych czynnosci w lewych gérnych rogach, w nawiasach prostokatnych
podano wartosci wyliczonych zapasow czasu Zy. Czynnos$ci, dla ktorych zapas
czasu jest rowny zeru, sa czynnosciami krytycznymi i zaznaczone sa na rysunku
pogrubiona linia.
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Tabela 6. Obliczenie zapas6w czasu i czynno$ci krytycznych

|START]i-|[°1 A

Czas trwania Najwczesniejsze Najpozniejsze
Czynnosé czynnosci poczqtki kooﬁ:e poclzqtki kotli:e ZN
tN th tN th Z‘N
A 0 1 0 1 0 0
B 1 1 5 1 5 0
C 5 1 6 1 6 0
D 3 2 5 2 5 0
E 6 2 8 2 8 0
F 1 5 6 6 7 1
G 5 5 10 5 10 0
H 3 5 8 6 9 1
I 6 6 12 6 12 0
J 2 6 8 8 10 2
K 6 10 16 10 16 0
L 2 12 14 12 14 0
N 4 12 16 12 16 0
M 3 15 18 20 23 5
P 2 16 18 16 18 0
T 3 18 21 18 21 0
R 2 21 23 21 23 0
5
)

Rysunek 38. Czynnosci krytyczne i zapasy czasu dla analizowanego przedsigwzigcia

Metody sieciowe MPM-METRA stanowia wygodna forme graficznej
i analitycznej analizy organizacyjnej przedsigwzi¢¢. Pod pewnym wzgledem sa
wygodniejsze od metody CPM/CPA, wymagaja bowiem mniejszej ilosci we-
ztow 1 krawedzi do okreslenia grafu sieciowego przedsiewzigcia, nie maja czyn-
nosci pozornych, co znacznie upraszcza konfiguracje grafu sieciowego i jego
rozwigzanie. Do najwazniejszych zalet metody MPN mozna zaliczyc¢:

— przydatnos¢ tej techniki w zarzadzaniu duzymi projektami,
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— przejrzysta koncepcjg 1 nieduze skomplikowanie matematyczne oblicze-
nia,

— graficzna prezentacj¢ w postaci wykresu sieciowego, umozliwiajaca
szybka identyfikacje wzajemnych relacji migdzy czynno$ciami,

— mozliwos¢ ustalenia czynnosci krytycznych oraz sprawdzenia, kiedy da-
ne przedsigwzigcie zostanie ukonczone,

— wyodrebnienie czynnos$ci niekrytycznych, ktére dysponuja pewna re-
zerwa czasowa i moga by¢ wykonywane z pewnym opdznieniem bez uszczerbku
dla terminu catego przedsigwzigcia,

— w dowolnym momencie w trakcie realizacji projektu mozliwe jest
sprawdzenie, czy jest on realizowany zgodnie z terminarzem, czy ma ewentualne
opOznienia.

Techniki MPM maja réwniez swoje wady w stosunku do metod
CPM/CPA, z ktorych najistotniejsze to:

— MPM nie jest technika podejmowania decyzji optymalnych, poniewaz
decyzja o podjeciu przedsigwzigcia juz zapadta,

— czynnos$ci musza by¢ jednoznacznie zdefiniowane, a zaleznos$ci migdzy
nimi state, co powoduje, ze sie¢ jest sformalizowana i utrudnia elastyczne re-
agowanie na zmiany sytuacji podczas realizacji zadania,

— projekty przedsiewzig¢, zwlaszcza bardzo ztozonych, podlegaja zmia-
nom wraz z postgpem realizacji, dlatego siec zbudowana na poczatku przyste-
powania do realizacji projektu, po jakim$ czasie moze go juz nie reprezentowac,

— nie wszystkie zaleznosci migdzy czynnosciami daja si¢ okresli¢ z gory,
w praktyce pewne sekwencje dziatan moga by¢ zmienione.
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6. TECHNIKI OPTYMALIZACYJNE NA SIECIACH

6.1. TECHNIKA PLANOWANIA ZASOBOW OPARTA NA METODZIE CPM

Oprocz kontroli czasu i okreslenia przebiegu drogi krytycznej technika
CPM moze by¢ wykorzystywana do optymalizacji wykorzystania ograniczonych
zasoboéw oraz kontroli kosztéw wykonania przy roznych czasach realizacji
przedsigwzigcia. Metoda CPM moze by¢ wykorzystana do analizy i optymaliza-
cji srodkdéw produkcji uzytych do wykonywania poszczegdlnych czynnosci
w grafie np. zatrudnienie, $rodki finansowe, transportowe itp. Do tego celu stuzy
wykres wykorzystania zasobow (WWZ), ktory pozwala optymalizowac stopien
zaangazowania zasobOw w trakcie realizacji przedsigwzigcia. Mozliwosci opty-
malizacyjne wynikaja z rezerw czasowych, jakie maja poszczegoélne, niekry-
tyczne czynno$ci w sieci.

Technika sporzadzania wykresu wykorzystania zasobow polega na wyko-
naniu nastepujacych krokow:

1. Sporzadzenie wykresu sieciowego uzupelnionego o dane dotyczace
wykorzystania zasobow, wyznaczenie czynno$ci krytycznych oraz terminow
rozpoczecia i zakonczenia czynnos$ci niekrytycznych.

2. Sporzadzenie harmonogramu Gantta dla najwczesniejszych mozliwych
termindw rozpoczgcia czynnosci.

3. Sporzadzenie wykresu wykorzystania zasoboéw dla najwczesniejszych
terminOw rozpoczecia czynnosci.

4. Sporzadzenie harmonogramu dla najpdzniejszych dopuszczalnych ter-
mindw rozpoczegcia czynnosci.

5. Wykonanie wykresu wykorzystania zasobow dla najpdzniejszych do-
puszczalnych terminoéw rozpoczgcia czynnosci.

6. Wyroéwnanie wykresu, zgodnie z przyjetymi ograniczeniami zasobow
w ramach dysponowanych zapaséow czasu Z dla czynnosci nielezacych na dro-
dze krytyczne;.

Ponizej na rysunku obliczonej sieci zaleznosci zaznaczono obok czasu
trwania poszczegolnych czynnosci ich zapasy czasu oraz pod kreska — wyso-
kos$¢ zasobu, ktory angazuje kazda czynnosc.

Nalezy tak zaplanowaé przebieg realizacji poszczegélnych etapow pro-
jektu, aby w zadnym momencie jego realizacji nie przekroczy¢ maksymalnego
limitu przyznanych $rodkow (np. finansowych). Czy mozliwe jest takie zapla-
nowanie przebiegu projektu, aby do jego realizacji wystarczyta linia kredytowa
w wysokosci 13 000 ztotych?
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Rysunek 39 . Sie¢ zaleznosci CPM przygotowana do analizy zasobow

Dane z sieci zaleznosci przedstawiono w postaci harmonogramu, ktory

zostal wykreslony dla najwczesniejszych mozliwych termindow rozpoczecia po-

, harmonogram ten zamieszczono na rysunku 40.

0

i

szczegolnych czynnosci

Nalezy zauwazy¢, ze na tym etapie nie wykorzystuje si¢ rezerw czasowych,
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Rysunek 40. Harmonogram realizacji przedsigwzigcia
wedlug najwczesniejszych mozliwych termindw rozpoczgeia czynnosci
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Na harmonogram najwczesniejszych mozliwych terminow (rys. 40) nanosi
si¢ dane dotyczace zasobow i przedstawia si¢ je graficznie w postaci wykresu
wykorzystania zasobow (rys. 39). Z wykresu tego wynika, Zze minimalna wiel-
ko$¢ linii kredytowej, niezbednej do obslugi przedsigwzigcia, przy zalozeniu
rozpoczecia realizacji wszystkich czynno$ci w najwcze$niejszych mozliwych
terminach wynosi 14 000 ztotych, czyli przekracza wielkos$¢ 13 000 zt przyzna-

nych srodkow.
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Rysunek 41. Wykres zuzycia zasobow przy realizacji
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Rysunek 42. Harmonogram realizacji przedsigwzigcia wedtug najpdzniejszych dopuszczalnych

termindw rozpoczgcia czynnosci
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Ponownie sporzadza si¢ harmonogram na podstawie sieci zalezno$ci — tym
razem dla najp6zniejszych dopuszczalnych termindéw zakonczenia czynnosci;
wszystkie rezerwy czasy w pelni wykorzystane (rys. 42).

Na harmonogram najp6zniejszych dopuszczalnych termindéw nanosi sig
dane dotyczace zasobow i przedstawia graficznie. Z zakresu wykorzystania za-
sobow dla najpdzniejszych dopuszczalnych terminéw wynika, Zze minimalna
wielkos¢ linii kredytowej niezbednej do obstugi przedsigwzigcia wynosi 13 000 zt
1 jest w dalszym ciagu mniejsza do wartosci uzyskanej dla najpézniejszych do-
puszczalnych termindéw rozpoczgcia poszczegoélnych czynnosci. Maksymalna
wielko$¢ wymaganych zasoboéw w tym przypadku wynosi 16 000 zt.

16 16

14 14 pryzynana wzsokos¢ linii kredytowe,

12
11 11 11

10 9

10 21 31 4 5i 61 7: 81 9:10:11:12: 13, 141 15 16. 17: 18: 19; 20; 21, 22, 23: 241 25 26,

Rysunek 43. Wykres zuzycia zasobow przy realizacji wedtug najp6zniejszych dopuszczalnych
termindéw rozpoczgcia czynnosci

Dzigki przesunigciu czynno$ci niekrytycznych w ramach posiadanego
przeze nie zapasu czasu udalo si¢ zmniejszy¢ zapotrzebowanie na zasoby finan-
sowe w trakcie realizacji przedsigwzigcia poprzez roztozenie zapotrzebowania
bardziej rownomiernie. Harmonogram realizacji przedsigwzigcia w optymalnych
terminach rozpoczgcia czynnosci przedstawiono na rysunku 44, a wykres zuzy-
cia zasobow przy tych terminach przedstawia rysunek 45.
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Rysunek 44. Harmonogram realizacji przedsigwzigcia
wedtug optymalnego wykorzystania zasobow
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Rysunek 45. Wykres optymalnego wykorzystania zasobow przedsigwzigcia

6.2. ANALIZA PRZEPLYWU W SIECIACH.
ALGORYTM FORDA-FULKERSONA

W rozdziale tym skoncentrujemy swoja uwage na sterowaniu przeptywem

jednorodnego produktu od wytwoércéw do konsumentdéw, przy ograniczeniach

legajaca na ustaleniu maksymalnego przeplywu towaréw w istniejacej sieci
transportowej. Rozwazmy na przyktad problem dystrybucji jabtek od produ-

wynikajacych z przepustowosci istniejacej sieci drog, lub dopuszczalnej tadow-
nosci $rodkoéw transportowych. Bedzie to wige typowa analiza logistyczna, po-
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centow, poprzez specjalistyczne chtodnie i sortownie do hurtowni, a z nich do
odbiorcow detalicznych. Powiazanie migdzy producentami a odbiorcami jest
przedstawione za pomoca sieci transportowej. Zagadnienie sterowania dystrybu-
cja jednorodnego produktu, przy réznych kryteriach optymalizacji, mozna spro-
wadzi¢ do problemu przeplywoéw w sieciach. Nasze zainteresowania skupimy
na tzw. problemie maksymalnego przeptywu.

6.2.1. Sformulowanie problemu dystrybucji w ograniczonej sieci transportowej

Sformutujmy problem dystrybucji ptodow rolnych od producentéow do
konsumentéw nastgpujaco. Zespoly producentéw ptodéw rolnych (np. jablek,
truskawek, porzeczek itp.) rozprowadzaja swoje produkty do konsumentéw po-
przez sie¢ hurtowni, zgtaszajacych okreslone zapotrzebowania. Produkty te
podlegaja procesowi standaryzacji w przechowalniach o mozliwos$ciach sorto-
wania i przechowywania okre§lonych ilo$ci surowca. Poszczegolne przechowal-
nie rozprowadzaja produkty zgodnie z zapotrzebowaniem zglaszanym przez
hurtownie wykorzystujac istniejaca sie¢ drog (np. kolejowych, lotniczych, mor-
skich) Przepustowo$¢ tej sieci charakteryzowana moze by¢ przez okreslona do-
puszczalna tadownos¢ kursujacych §rodkéw transportu, ograniczenia przedmo-
$ci, natgzenia ruchu itp.

Nalezy znalez¢é maksymalna ilo§¢ towaru, np. jabtek, jaka mozna dostar-
czy¢, wykorzystujac istniejaca sie¢ transportowg — tak by zaspokoi¢ zapotrze-
bowania zgloszone przez poszczegodlne hurtownie w ramach zdolnosci produk-
cyjnych przechowalni.

Zdolnosci produkcyjne przechowalni oraz zapotrzebowania na produkty
zglaszane przez poszczegolne hurtownie przedstawiaja sig nastgpujaco:

Producenci jabtek maja do dyspozycji cztery (A,B,C,D) przechowalnie-
sortownie, ktore sa w stanie przyjac i przetworzy¢ okreslone ilosci ton jabtek.
Do przechowani tych zglaszaja swoje zapotrzebowania hurtownie (E,F,G,H)
o okreslonych mozliwosciach zbytu kazda. Pomigdzy przechowalniami a hur-
towniami istnieje pewna sie¢ potaczen komunikacyjnych o okreslonej maksy-
malnej przepustowosci, wynikajacej z tadownosci srodkoéw transportowych ob-
stugujacych poszczegdlne polaczenia.

Mozliwosci przechowywania i sortowania jablek w poszczegdlnych prze-
chowalniach oraz zglaszany popyt przez hurtownie przedstawiaja si¢ nastepuja-
co:

A— 120t E - 100t
B-100t F- 80t
C-100t G- 90t
D- 100t H - 150t
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Poniewaz suma zdolnosci produkcyjnych jest w tym przypadku rowna
zglaszanemu popytowi, wigc mozliwosci zaspokojenia popytu moga by¢ ograni-
czone tylko przepustowoscia sieci transportowej na poszczegdlnych jej odcina-
kach. W tabeli 7 przedstawiono przepustowosci transportowe poszczegdlnych
mozliwych potaczen migedzy producentami a odbiorcami towarow.

Tabela 7. Tabela powiazan transportowych przechowalni i hurtowni

Hurtownie
E F G H
A 70 30 20 0
Przechowalnie B >0 40 10 0
C 0 20 40 80
D 0 20 40 80

Z tabeli powiazan (incydencji) wynika, ze przechowalnie A i B moga za-
opatrywac hurtownie E, F 1 G, poniewaz nie istnieje bezposrednie potaczenie
tych przechowalni z hurtownia H. Rowniez nie ma potaczenia hurtownia E
z przechowalniami C i D.

Zadanie nasze polega na znalezieniu takiego systemu realizacji zamowien,
aby zmaksymalizowa¢ wielkoséci dostaw (w maksymalnym stopniu zaspokoié
popyt).

Na podstawie przedstawionej macierzy incydencji mozna wykresli¢ graf
sieciowy, obrazujacy mozliwe powiqzania transportowe i przepustowosc¢ po-
szczegolnych kanatow wedtug nastgpujacych zasad:

Kazdy wierzchotek grafu oznaczajacy przechowalni¢ taczymy z wierz-
chotkami przeznaczenia (hurtownia) za pomoca skierowanego odcinka (wekto-
ra), ktéry nazwiemy kanatem. Wektor ten (krawedz grafu) oznaczymy liczba
okreslajaca przepustowos¢ kanatu.

Wierzchotek poczatkowy P, oznaczajacy producentdw taczymy z wierz-
chotkami oznaczajacymi przechowalnie za pomoca krawedzi oznaczonej liczba
okreslajaca zapas zmagazynowany w przechowalniach.

Kazdy wierzchotek oznaczajacy hurtownig taczymy z wierzcholkiem kon-
cowym (odbiorcami detalicznymi) za pomoca kanalu oznaczonego liczba, okre-
slajaca ilos¢ zamowionego produktu przez okreslona hurtownig.

Aby nieco poglebi¢ nasz problem mozemy zatozy¢, ze niektore zamowie-
nia maja pierwszenstwo. Na przyktad 80 t przeznaczonych do hurtowni F i 150 t
przeznaczonych do hurtowni H musi by¢ zrealizowane w catosci.

Skonstruowany wedlug powyzszych zasad graf sieciowy z wyrdznionymi
kanatami, dla ktorych przypisalismy (liczby umieszczone w ramkach) priorytet
dostaw przedstawiono na rysunku 46.
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Rysunek 46. Graf przedstawiajacy sie¢ transportowa

Zadanie nasze polega wigc na znalezieniu maksymalnej ilosci towaru, jaki
moze by¢ przetransportowany od producentow do konsumentéow, w warunkach
ograniczonej przepustowos$ci sieci transportowej — od wezta poczatkowego do
wezta koncowego — czyli na znalezieniu maksymalnego strumienia przeplywu.

Postgpowanie rozpoczynamy od zbadania dowolnie przyjgtego strumienia
— czy istnieje dla niego droga niezawierajaca zadnego kanatu nasyconego.

Jezeli tak, zwigkszamy strumien na tej drodze o jednostke i ponownie wy-
konujemy poprzednie badanie. Postgpowanie prowadzimy az do chwili, gdy
kazda droga tego samego strumienia zawiera¢ bedzie co najmniej jeden kanal
nasycony.

Kanal nasycony jest to kanatl, ktorego chwilowa przepustowos¢ rowna jest
przepustowosci maksymalnej podanej w tabeli 7.

Nasy¢émy najpierw drogi zamowien, ktore maja pierwszenstwo realizacji —
czyli zamowienie hurtowni H i zamowienie hurtowni F. Aby wykona¢ zamo-
wienie hurtowni H, nasycamy kanat HK. Przyporzadkujmy drodze PDHK stru-
mien 80 (nasycajacy DH), a drodze PCHK strumien 70 nasycajacy tylko kanat
HK.

Postepujac w ten sposob dalej, otrzymamy ponizszy graf (jako jedna
z mozliwos$ci). Kanaty nasycone oznaczone zostaty podwdjna strzatka.

A 70 » E
20 0 30
90 100
Do 5~
80 10 ~ ~ 8o
C 10
100 70~
& 150
20
D 80 » H

Rysunek 47. Przyktad rozwiazania nieoptymalnego
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Latwo sprawdzi¢, ze nie ma drogi, ktéra by nie miata co najmniej jednego
kanatu nasyconego oraz, ze catkowity strumien wchodzacy do danego wezta jest
réwny strumieniowi wychodzacemu z tego wezta.

Przy takim rozwigzaniu zamowienia hurtowni E, F, H sa wykonane, nato-
miast zamowienie hurtowni G nie.

Nalezy zatem sprobowa¢ poprawi¢ strumien wyjsciowy. Oznaczmy cecha
(+) wierzcholek poczatkowy P oraz cecha (+P) wierzchotki polaczone z P ka-
natem nienasyconym. W rozwazanym przypadku cechujemy wierzchotki A i B.

W ogdélnym przypadku — jesli przez (+) cechujemy wierzchotek X,
to przez (+X) cechujemy wierzcholki, ktore sa polaczone z wierzchotkiem X
kanatem nienasyconym wychodzacym z X, a przez (—X) wierzchotki, z ktérych
wychodza kanaty skierowane do X i przenoszace strumien niezerowy.

Jezeli tego typu postgpowanie doprowadzi do oznaczenia wezta K (kon-
cowego), to strumien nie jest maksymalny.

W naszym przyktadzie oznaczamy:

A 1B przez (+P) — kanaty PA i PB sa nienasycone
oraz

F przez (+A4) — kanat AF nienasycony,

E przez (+B) — kanal BE nienasycony,

CiD przez (- F) — kanaly CF i DF przenosza strumien nasycony,

G przez (+C) lub (+D) — kanaly CG i DG sa nienasycone,

K przez (+G) —kanat GK nienasycony.

30
(+)B

80

100

+) 40 (+)G

150

Rysunek 48. Graf z wierzchotkami cechowanymi

Rozwazmy (rys. 49) jedna z drog w grafie przechodzaca przez wierzchot-
ki oznaczone:

P(+), A(+P), F(+A), C(-F), G(+C), K(+G).
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(+)P
(HA
(+)G6

(+)C

Rysunek 49. Fragment grafu przedstawiajacy mozliwos¢ dociazenia kanalow nienasyconych

Jesli poczatek kanatu oznaczony jest przez (+), wpiszemy przy nim liczbe
okreslajaca warto$¢ dodatkowego strumienia, ktorym kanat ten mozna dociazy¢
(do stanu nasycenia).

Na przyktad: kanat P4 oznaczony jest liczba 30, poniewaz 120 — 90 = 30.

Jesli odwrotnie — poczatek kanatu jest oznaczony przez (=) (jak kanat CF),
to wpisujemy przy nim liczbg oznaczajaca warto$¢ strumienia, ktory kanat ten
przenosit przy poprzednim rozdziale.

(+)P 30- o 30
<9/120 -90=30 (+)A

20 50
(+)G
40-10=30 90 40=50

(-)F (+)C

Rysunek 50. Graf przedstawiajacy mozliwosci dociazenia kanatéw nienasyconych

Najmniejsza warto$cia z tego ciagu jest liczba 20 oznaczona przy krawedzi
CF.

Mozna zatem dodac¢ 20 do strumienia na drodze miedzy P i F pod warun-
kiem odjecia 20 od strumienia migedzy C i F i dodania 20 do strumienia na dro-
dze miedzy CiK.
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Rysunek 51. Przyktad zmian obciazenia poszczegdlnych kanatow
bez zmiany warunku rownosci strumieni wchodzacych i wychodzacych

Otrzymamy wtedy nowy graf, dla ktérego warunek réwnos$ci strumieni
wchodzacych do danego punktu i z niego wychodzacych bedzie w dalszym cia-
gu spetniony, a strumien wyjsciowy zostanie poprawiony

D 80 » H

Rysunek 52. Rozwiazanie poprawione

Wierzchotek K mozna jednak nadal oznaczy¢ — a wigc strumien nie jest
maksymalny.

Mozliwo$¢ dalszego dociazenia kanalow nienasyconych znajdziemy na
drodze P(+), A(+P), F(+A), D(-F), G(+D), Z(+G), w ktorym najmniejsza liczba
jest 10.
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(+)P
10

10 30-20=10

G‘D/ﬁo-no:m
+)
20_40
(-)F

Rysunek 53. Mozliwosci dalszego dociazenia kanaléw nienasyconych

/@\10
10

(HA

e 60| ()G
90-60=30

(+)D

cgl

B

/®/m

Rysunek 54. Przyktad zmian obciazenia zmierzajacych do dalszej poprawy rozwiazania

0

Ostatecznie otrzymujemy graf pokazany na rysunku 55, na ktérym ozna-
czenie cecha punktu K jest niemozliwe. Mozemy wigc powiedzie¢, ze osiagngli-
Smy strumien maksymalny.

Rysunek 55. Rozwiazanie optymalne, wyznaczajace strumien maksymalny

Otrzymany w ten sposob rozdziat strumienia jest rozwiazaniem naszego
zadania. Jedynie hurtownia G nie moze by¢ w pelni obstuzona. Jej zapotrzebo-
wanie wynoszace 90 t jabtek jest zaspokojone tylko wielko$cia 70 t.

Wszystkie $rodki transportu, obstugujace przechowalni¢ A bgda zabierac
maksymalne ilosci fadunku, na jakie pozwala im ich tadownos¢: 70 t do hurtow-
ni E, 30 t do hurtowni F i 20 t do hurtowni G. Srodki transportu, opuszczajace
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przechowalni¢ B beda zabiera¢ maksymalne ilosci tadunku, na jakie pozwala im
ich fadownos$¢ do hurtowni F (40 t) i hurtowni G, (10 t) jedynie do hurtowni E
zostanie dostarczona ilo$¢ zaméwiona (30 t), mimo mozliwosci przesytu wigk-
szej ilosci tym kanatem.

Natomiast zaden S$rodek transportu obslugujacy przechowalni¢ C nie
zabierze iloéci rownej ich mozliwosciom tadunkowym. Srodek transportowy,
obstugujacy kanal CG zabierze tylko 30 t jabtek przy teoretycznych mozliwo-
sciach wynoszacych 40 t oraz $rodek transportu obstugujacy kanat CH zabierze
70 t przy mozliwosciach o 10 t wigkszych. Kanatl CF nie bgdzie wykorzystany
w ogole. Wreszcie $rodki transportowe, opuszczajace przechowalni¢ D z prze-
znaczeniem do hurtowni F, G 1 H zabiora odpowiednio po 10, 101 80 t — jedy-
nie w tym ostatnim przypadku zdolnos¢ przewozowa srodka bgdzie nasycona.
Ponizej, w tabeli 8 zamieszczono wyniki rozwiazania problemu maksymalnego
przeplywu w sieci. Ostatecznie mozna stwierdzi¢, ze brakujace 20 t pozostato
przechowalni B. Doktadna analiza tabeli 8 wskazuje, ze nie ma mozliwos$ci po-
prawienia tej sytuacji.

Tabela 8. Rozwiazanie problemu maksymalnego przeptywu w sieci

E F G H
A (70) (30) (20) 0 120
B 30 (40) (10) 0 80
C 0 0 30 70 100
D 0 10 10 (80) 100
100 80 70 150

6.2.2. Algorytm i twierdzenie Forda-Fulkersona

Sprobujmy obecnie wykazaé, ze postugujac si¢ wyprowadzonym algoryt-
mem, otrzymalismy efektywnie optymalne rozwiazanie. W tym celu rozwazmy
jeszcze raz rysunek 55 i rozpatrzmy zbidr wierzchotkéw nieoznaczonych, to
znaczy: C,D,F,G,H, i K.
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Wszystkie krawedzie grafu doprowadzajace do wierzchotkow tego zbioru
¢ od wierzchotkow oznaczonych sa nasycone. Gdyby tak nie byto, mozna by
bylto oznaczy¢ co najmniej jeden wierzchotek sposrod zbioru e.

Zbior krawedzi grafu prowadzacych do zbioru g, jesli zbior zawiera punkt
koncowy K, lecz nie zawiera wierzchotka poczatkowego P — nazywamy prze-
krojem zbioru ..

Przepustowos¢ danego przekroju jest suma przepustowosci kazdego z ka-
natéw wchodzacych do przekroju.

Poniewaz zbior ¢ zawiera wierzchotek K, kazdy strumien przechodzi z ko-
niecznosci przez jeden z wektorow wchodzacych do &, a wigc kazdy strumien ¢
(doptywajacy do K) jest mniejszy lub co najwyzej rowny przepustowosci przekroju.

Jesli znajdziemy strumien réwny przepustowosci przekroju, to strumien
ten bedzie strumieniem maksymalnym, a przekrd] ma woéwczas przepustowosc
minimalna.

Ford i Fulkerson wykazali, ze maksymalny strumien réwna si¢ minimal-
nemu przekrojowi dla calej sieci transportowe;j:

(Dmax = gmin (4 1)

Réwnanie (41) stanowi twierdzenie Forda-Fulkersona o maksymalnym
przeptywie w sieciach.

6.2.3. Maksymalny przeplyw w sieci
jako narzedzie wspomagania decyzji logistycznych

W podrozdziale tym zostanie przedstawiony inaczej skonstruowany algo-
rytm wyznaczania maksymalnego przeplywu w sieciach na przykladzie logi-
stycznego problemu zarzadzania ruchem sytuacjach kryzysowych. Problem tez
zostal sformutowany nastgpujaco:

Przebiegajaca przez obszar pewnej gminy droga wojewodzka ma by¢ cza-
sowo zamknigta dla ruchu z powodu prowadzonych prac remontowych. Z prze-
prowadzonych badan wynika, Zze natgzenie ruchu pojazdow na tym odcinku,
w godzinach szczytu komunikacyjnego wynosi 6 pojazdéw na minutg. Problem
przygotowania tras objazdu wytaczonego odcinka istniejaca siecig drog gmin-
nych pozostaje do rozwiazania przez wladze gminy. Mozliwosci objazdu obe;j-
muja pewne odcinki dréog o réznym standardzie nawierzchni; sa one réwniez
zréznicowane pod wzgledem ograniczen predkosci, jak 1 mozliwo$ci poruszania
si¢ w obydwu kierunkach. Zroznicowanie to powoduje rézne przepustowosci
tych odcinkow drog. Sytuacje drogowa i mozliwosci komunikacyjne w gminie
przedstawia rysunek 57.
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Rysunek 57. Pogladowa mapa gminy Radziechowa z naniesionym uktadem komunikacyjnym

Rozpatrywana alternatywna sie¢ transportowa, ktéra zastapi okresowo

wylaczony z ruchu drogi wojewddzkiej miedzy punktami A i B, zostala przed-
stawiona na rysunku 58.

MIEROSLAWICE

GRUSZOWA
KORNATOWICE

ZASEAWICE

RADZIECHOWA DABROWA
BOJANOWICE

POZNANCZYCE

Rysunek 58. Schemat mozliwosci objazdu wytaczonego odcinka drogi wojewddzkiej
z wykorzystaniem istniejacej sieci drog gminnych
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Powyzszy schemat transportowy zostat zastapiony grafem, ktorego wierz-
chotki oznaczaja miejscowosci, a krawedzie odcinki drog pomigdzy miejscowo-
$ciami. Graf potaczen drogowych przedstawia rysunek 59.

Rysunek 59. Graf potaczen drogowych z podanymi parametrami przeptywu

Kazda krawedz zostata opisana za pomoca dwoch parametrow, okreslaja-
cych mozliwos$ci przeptywu w obydwu kierunkach. Nalezy wyznaczy¢ maksy-
malny przeptyw w rozpatrywanej sieci i ustali¢, czy jest on wystarczajacy dla
spodziewanego nat¢zenia ruchu. Laczny, wymagany przeplyw przez wyznaczo-
ne drogi zastgpcze nie powinien by¢ mniejszy niz zbadane natezenie przeptywu
na wyltaczonym odcinku drogi wojewodzkiej, wynoszace 6 pojazdow na minute.
Nalezy rowniez wyznaczy¢ trasy, na ktore nalezy kierowaé przejezdzajace po-
jazdy, zapewniajace ten maksymalny przeptyw.

W zagadnieniu maksymalnego przeptywu wyrdzniamy wierzchotek po-
czatkowy, zwany zrédlem i wierzchotek koncowy, zwany ujsciem. Kazda kra-
wedz grafu opisana jest dwoma liczbami, ktoére nazywamy odpowiednio, prze-
pustowoscia i przepustowoscia rezydualna. Nalezy zaplanowal przeptyw
migdzy zrodlem i ujsciem, uwzgledniajacy przepustowosci wszystkich krawedzi
tak, aby taczna wielkosc¢ tego przypltywu byta najwigksza.

Istotna rolg¢ w wykorzystaniu algorytmu maksymalnego przeplywu w sieci
odgrywa zasada rownowagi przeptywu dla wszystkich rozpatrywanych krawe-
dzi. Zasada ta mowi, ze dopuszczalne wykorzystanie przepustowosci krawedzi
w okreslonym kierunku powoduje zmniejszenie wielkosci przepustowosci
w tym kierunku o wielko$¢ wykorzystanej przepustowosci oraz zwigkszeniem,
o taka sama wielkos¢, przepustowosci w kierunku przeciwnym.

Algorytm wyznaczania maksymalnego przeptywu w sieci jest postgpowa-
niem iteracyjnym i sktada si¢ w kazdym etapie iteracji z nast¢pujacych krokow:
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Znajdujemy dowolna S$ciezke prowadzaca od wierzcholka poczatkowego
(zrédta) do wierzchotka koncowego (ujscia), dla ktorej przepustowosci wszystkich
hukow sa wigksze od zera. Jezeli takiej $ciezki nie mozna wyznaczyé, to przeptyw
nie istnieje (lub maksymalny przeptyw wyznaczono juz w poprzednich krokach).

Na wyznaczonej drodze znajdujemy krawedz o najmniejszej przepustowo-
$ci w rozpatrywanym kierunku. Znaleziong przepustowos¢ oznaczamy jako p.

Zmniejszamy przepustowos¢ tukow lezacych na znalezionej $ciezce
o wielkos¢ p i zwickszamy o t¢ sama warto$¢ odpowiednie przepustowosci
rezydualne.

Przesledzmy przebieg kolejnych iteracji dla zadania poszukiwania mozli-
wosci objazdu wytaczonego odcinka drogi istniejaca siecia drog.

Iteracja 1

Konstruujemy pierwsza droge od wezta 1 do wezta 9. Dla wezta 1 mamy
trzy mozliwo$ci wyboru pierwszej krawedzi: 1-2, 1-3 lub 1-4. O wyborze jed-
naj z trzech mozliwosci decydujemy arbitralnie — wybierajac krawedz 1-3.
Z wierzchotka 3 mamy wychodzace trzy krawedzie: 3-2, 3-5 i1 3—6. Jednak ar-
bitralny wybor mamy miedzy dwoma krawedziami 3—2 i 3-6, poniewaz krawedz
3-5 jest krawedzia o zerowym przeptywie w wymaganym kierunku. Mozemy
wybiera¢ albo drogg przez krawedz 65 albo 6—7. Decydujemy sig na tg ostatnia
6—7. Postgpujac w ten sposob dalej, wybieramy krawgdzie 7-8 1 8-9. Otrzymu-
jemy w ten sposob pierwszy przeplyw w sieci, ktory przechodzi przez wierz-
chotki 1-3—-6-7-8-9. Okreslamy wielkos¢ tego przeplywu, ktora jest minimalna
warto$¢ przepustowosci (zgodnej z kierunkiem przeplywu) na krawedziach two-
rzacych tg droge (rys. 60). Obliczamy nowe przepustowosci dla krawedzi, ktore
zostaty wykorzystane w rozpatrywanym przeptywie. W tabeli 9 przedstawiony
zostat sposob obliczania nowych przepustowosci.

Rysunek 60. Wyznaczona w pierwszej iteracji droga od zrodta do ujscia
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Maksymalny przeplyw na tej drodze (1-3—6—7—8-9) limitowany jest prze-
ptywem minimalnym, jaki ma krawedz 8-9 wynoszacym, 3 pojazdy na minute.
Sposadb obliczenia przepustowosci tej drogi ilustruje tabela 9.

Tabela 9. Sposob obliczania przepustowosci dla drogi wyznaczonej w pierwszej iteracji

Przepustowosci
Krawedz -
poprzednie nowe
1-3 55 00 5-3=2 0+3=3
3-6 55 33 5-3=2 3+3=6
6-7 54 55 4-3=1 5+3=8
7-8 66 66 6-3=3 6+3=9
8-9 33 66 3-3=0 6+3=9

Graf wyznaczenia maksymalnego przeptywu w sieci po pierwszej iteracji
przedstawia rysunek 61.

Rysunek 61. Graf wyznaczenia maksymalnego przeptywu w sieci po pierwszej iteracji

Iteracja 2

Konstruujemy druga drogg od zrédla do ujscia. Wykorzystujemy w tym
celu sie¢ przeplywu ze zmodyfikowanymi przepustowos$ciami, przedstawiona na
rys. 62. Proponowana obecnie droga przechodzi przez wierzchotki 1-3-2—-5-6—
7-9. Poréwnanie wyroznionych warto$ci przeptywu wskazuje na to, ze przepu-
stowos¢ tej drogi jest rowna 1.
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Rysunek 62. Wybor $ciezki od zrodta do ujscia w drugiej iteracji

Sposodb obliczenia przepustowosci poszczegolnych krawedzi na drodze po
drugiej iteracji ilustruje tabela 10, a wynik wyznaczonego przepltywu po drugiej
iteracji przedstawiono na rysunku 63.

Tabela 10. Sposob obliczania przepustowosci dla drogi wyznaczonej w drugiej iteracji

Przepustowosci
Krawedz
poprzednie nowe
1-3 22 33 2-1=1 3+1=4
3-2 44 44 4-1=3 4+1=5
2-5 44 22 4-1=3 2+1=3
5-6 55 55 5-1=4 5+1=6
67 11 88 1-1=0 8+1=9
7-9 77 66 7-1=6 6+1=7

Rysunek 63. Graf wyznaczenia maksymalnego przeptywu w sieci po drugie;j iteracji
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Maksymalny przeptyw na drodze (1-3-5-6—7-9) po drugiej iteracji limi-
towany jest przeplywem minimalnym, jaki ma krawedz 6—7 wynoszacym 1 po-
jazd na minutg.

Iteracja 3

W trzeciej iteracji droga od zrédla do ujScia wyznaczona zostanie na pod-
stawie grafu ze zmodyfikowanymi przeptywami w poprzednich iteracjach. W tej
iteracji otrzymamy droge 1-3-2-5-8-7-9 przedstawiong na rysunku 64. Mak-
symalny przeptyw na tej drodze jest uwarunkowany przeplywem krawedzi 1-3
i wynosi 1 pojazd na minute.

Rysunek 64. Wybor $ciezki od zrédta do ujscia w trzeciej iteracji

Sposdby oznaczenia nowych przepustowosci po trzeciej iteracji przedsta-
wiane zostaty w tabeli 11.

Tabela 11. Sposdb obliczania przepustowosci dla drogi wyznaczonej w trzeciej iteracji

Kraweds Przepustowosci
poprzednie nowe
1-3 11 44 1-1=0 4+1=5
3-2 55 33 5-1=4 3+1=4
2-5 33 33 3-1=2 3+1=4
5-8 66 00 6-1=5 0+1=1
8-7 33 99 3-1=2 9+1=10
7-9 66 77 6-1=5 7+1=8

Graf zmodyfikowany po trzeciej iteracji przedstawia rysunek 65.
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Rysunek 65. Graf wyznaczenia maksymalnego przeptywu w sieci po trzeciej iteracji

Iteracja 4

Konstruujemy czwarta droge od zrodta do ujscia. W tym celu wykorzy-
stujemy zmodyfikowane przepustowosci. Otrzymujemy droge 1-2—3—6-5-8-7—
9. Poréwnanie wyrdznionych wartosci przeplywu wskazuje na to, ze przepusto-
wos¢ tej drogi jest rowna 2 pojazdy na minute.

Rysunek 66. Wybor $ciezki od zrodta do ujscia w czwartej iteracji

Obliczamy nowe przepustowosci dla krawedzi, ktore zostaty wykorzystane
w rozpatrywanym przeptywie. Sposob obliczania nowych przepustowosci ilu-
struje tabela 12.

80



Andrzej Wozniak

Tabela 12. Sposdb obliczania przepustowosci dla drogi wyznaczonej w czwartej iteracji

Przepustowosci
Krawedz
poprzednie nowe
1-2 66 00 6-2=4 0+2=2
2-3 22 66 2-2=0 6+2=8
3-6 22 66 2-2=0 6+2=8
6-5 66 44 6-2=4 4+2=6
5-8 55 11 5-2=3 1+2=3
87 22 110 2-2=0 10+2=12
7-9 35 88 5-2=3 8+2=10

Ponizej, na rysunku 67 przedstawiony zostat graf wyznaczenia maksymal-
nego przeptywu ze zmodyfikowanymi przepustowosciami po czterech iteracjach.

Rysunek 67. Przepustowosci wszystkich krawedzi grafu po czterech iteracjach

Analiza rysunku 67 wykazuje, ze czwarta iteracja konczy wyznaczenie
maksymalnego przepltywu w sieci istniejacych drég. Istniejaca w grafie droga,
ktora jeszcze nie byla analizowana (1-4-8-5-6) nie dochodzi jednak do wezla
koncowego, zatem nie moze by¢ brana pod uwage. Poniewaz wyczerpane zo-
stalty w ten sposob wszystkie mozliwosci tworzenia nowych drog, ostatnia zna-
leziona droga nie doprowadzita do wierzchotka koncowego, oznacza to, ze prze-
pustowosci wyznaczonych wczesniej czterech drog okreslaja maksymalny
przeplyw w rozpatrywanej sieci. Przeptyw ten wynosi:

droga pierwsza — (1-3-6-7-8-9) — przeptyw 3 pojazdy na minutg,
droga druga - (1-3-2-5-6-7-9) — przeplyw 1 pojazd na minutg,
droga trzecia — (1-3-2-5-8-7-9) — przeptyw 1 pojazd na minutg,
droga czwarta — (1-2-3-6-5-8) — przeptyw 2 pojazdy na minutg,

razem maksymalny przeptyw 7 pojazdéw na minute.
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6.3. ANALIZA CZASOWO-KOSZTOWA

6.3.1. Zaleznos$¢ kosztéw czynnosci od czasu jej wykonania

Wykreslenie drogi krytycznej, obliczanie zapasow czasu czynnos$ci niele-
zacych na drodze krytycznej oraz ustalenie termindw rozpoczecia i ukonczenia
czynnosci uwzglednia jedynie operatywna stron¢ wykonywania programu.
Odrgbnym zagadnieniem jest uksztaltowanie planow tak, aby koszty zwiazane
z wykonaniem przedsigwzigcia byty najnizsze. Wzgledy ekonomiczne powinny
decydowac o celowosci przyspieszenia niektorych termindw, np. przez prace na
dwie lub trzy zmiany, albo przeciwnie, wzgledy ekonomiczne moga przemawiaé
za ich wydtuzeniem, zwlaszcza czynnos$ci niekrytycznych w ramach dyspono-
wanych rezerw czasowych, np. praca na jedna zmiang. Najczgsciej jednak wy-
stepuje koniczno$¢ skrdcenia planowanego czasu realizacji przedsigwzigcia, aby
nadgoni¢ opdznienia lub ze wzgledu na pilne potrzeby inwestora. Kazde takie
przyspieszenie tempa pracy, z reguly pociaga za soba wzrost kosztoéw wykona-
nia. Doktadne okreslenie zmiany kosztoéw wykonania, w zaleznosci od czasu lub
tempa wykonywania poszczegdlnych czynnosci wchodzacych w skiad projektu,
nie jest sprawa prosta. Na ogot sposoby kalkulacji kosztow na podstawie nor-
matywnych kosztow jednostkowych przemawiaja za liniowym wzrostem kosz-
tow w zaleznosci od wielkosci produkcji (koszty bezposrednie, Scisle zwigzane
z kosztami robocizny, zuzytych materiatow i pracy sprz¢tu). Mozna zatozyc
jednak, ze ze wzgledu na mniejsza wydajnos¢ pracy w systemie wielozmiano-
wym lub w systemie wydtuzonego dnia pracy, lub konieczno$¢ zatrudnienia
dodatkowej liczby pracownikow i dodatkowego sprzetu generuje dodatkowe
koszty. Uzaleznienie kosztow wykonania od czasu trwania czynnos$ci lezy row-
niez w sktadniku kosztow posrednich, ktore najczesciej naliczane sa jako pro-
centowy sktadnik kosztow bezposrednich. W tym sktadniku zawieraja si¢ koszty
ogolne produkcji, koszty dzierzaw, magazynowania koszty administracji itp.,
a ich zalezno$¢ od czasu jest juz bardziej intuicyjna. Do planowania ekonomicz-
nego potrzebna jest jednak znajomo$¢ zaleznosci wszystkich kosztow od czasu
trwania czynnosci produkcyjne;j.

Bardzo czgsto w literaturze dotyczacej rachunku kosztow mozna dostrzec
pogladowy rysunek charakteryzujacy przebieg calkowitych kosztow produkcji
w funkcji czasu.

Jak juz wspomniano, okreslenie krzywej kosztow jako funkcji czasu trwa-
nia poszczegolnych czynnosci nie jest sprawa prosta, zwlaszcza, ze niekiedy
krzywa przebiegu zmian kosztow w zaleznosci od czasu wykonywania pracy
moze mie¢ przebieg réznorodny. Najczesciej do analizy kosztow na podstawie
planow sieciowych uznaje si¢ za typowy przebieg krzywej kosztéw jako funkcji
czasu K = f(t)wedtug rysunku 69.
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K =E,+tK, =7

£y = J€)

f

Rysunek 68. Zalezno$¢ kosztow wykonania czynnosci od czasu jej trwania

Rysunek 69. Typowy przebieg krzywej kosztow jako funkcji czasu

gdzie:
t —czas tzw. ,normalny” czynno$ci, w ktérym koszty czynnosci sa

n
najnizsze (K., );

t,, — czas graniczny; jest to najkrotszy, mozliwy ze wzgledow technolo-
gicznych, czas wykonywania czynnos$ci (crash time), przy koszcie
granicznym (K ).
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Planowanie sieciowe jest stosowane najczes$ciej do organizacji prac wy-
tworczych, brane pod uwage koszty sa z reguty kosztami bezposrednimi produk-
cji. Przyjeto ostatecznie, catkowicie dowolnie, ze czasy trwania poszczegolnych
czynnosci stosowane w Siechach deterministycznych drogi krytycznej (metoda
CPM) odpowiadajq czasom normalnym ¢ , przy ktorych koszty wtasne produk-
cji wykazuja minimum. Wynika stad, ze skrécenie czasu czynno$ci pociagac
bedzie za soba pewien wzrost kosztow produkcji. Jest to zatozenie catkowicie
dowolne, przyjete dla uproszczenia dalszej analizy matematycznej, w ktorej
zaktada si¢, ze czasy czynnosci podawane do wykreslenia grafu sieciowego od-
powiadaja idealnemu stanowi organizacji pracy. Omawiajac metody analizy
sieciowej kosztow wykonania jako funkcji czasu, przyjmiemy, cho¢ z zastrzeze-
niami, zatozenie, ze czas normatywny ¢ odpowiada najnizszej wartosci kosztow

wykonania K . Skracanie czaséw wykonania poszczegélnych czynnosci jest
ograniczone wzglgdami technologicznymi i skracanie czasu ponizej warto$ci 7,
nie jest mozliwe. Koszt wykonania czynno$ci w jej czasie granicznym wynosi K.

Dla dalszego uproszczenia analizy sieciowej kosztow wykonania
w zalezno$ci od czasu jej trwania przyjeto w miejsce parabolicznej krzywej
K = f(t) przebieg liniowy, jak podano na rysunku 70.

Rysunek 70. Liniowy przebieg zaleznosci kosztow wykonania od czasu trwania czynnosci
Wprowadzajac liniowy przebieg funkcji K, = f(¢), mozna znacznie upro-

$ci¢ zagadnienie przez zatozenie stalego przyrostu kosztow na jednostke czasu,
tzw. Sredni gradient kosztow s:
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(Kgr _Kmin)
= =g
(t,—t,)

Wreszcie mozna przedstawi¢ w uproszczonej postaci funkcje kosztow
K_ = f(t)jako rownanie linii proste;:

igo (42)

K =(K, +s-t )—s-t (43)
Podstawiajac

b=(K  +s-t ) (44)

otrzymamy znane roéwnanie linii proste;j:
K =b-s-t (45)

Gradient kosztow s wyraza si¢ w zl/jednostke czasu czynnosci jest rézny
dla r6znych czynnosci. Stad ogo6lne rownanie kosztow roznych czynnosci y,

w sieci zalezno$ci przedstawia sig:

K, =b-s,1, (46)

przy czym:
1, >t>1, (47)

Dla danego programu sieciowego, zawierajacego pewna liczbe czynnosci,
koszt catkowity programu przedstawia¢ bedzie suma kosztow wszystkich czyn-
nosci y;;, nalezacych do zbioru U stanowiacego program:

K.=YK, (48)
EU !

— opierajac si¢ na rownaniu kosztow calego programu, mozna rozwiazac
szereg ekonomicznych probleméw planowania, jak np.:

— opracowanie programu sieciowego dla minimum kosztéw programu,
przy niezmienionym terminie ukonczenia,

— minimalizacja czasu przy zadanym koszcie,

— skrocenie terminu ukonczenia programu przy minimalnym wzroscie
kosztow Kc.

Zagadnienia te mozna rozwiazaé, jezeli dla kazdej czynno$ci znane sa
rownania kosztow jako funkcji czasu, wzglednie gradient kosztu s; oraz czasy
krancowe, tj. czas graniczny f,. oraz czas normalny #,. oprocz czasu planowane-
go czynnosci t;. Dla uproszczenia dalszych rozwazah przyjmijmy, ze planowany
czas realizacji czynnosci (czas dyrektywny) #; jest rowny czasowi normalnemu #,.
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6.3.2. Analiza CPM-COST

Omawiajac metody planowania sieciowego, zwracalisSmy uwage przede
wszystkim na analizg ilosciowa. Niemniej waznym zagadnieniem programowa-
nia sieciowego jest aspekt ekonomiczny i mozliwos¢ modyfikacji modelu przez
kompresjg sieci wynikajaca ze zbyt dtugiego dla inwestora lub odbiorcy okresu
realizacji przedsigwzigcia. Ekonomiczne wzgledy sprawiaja, ze nalezy wowczas
rozpatrzy¢ techniczne mozliwosci skrdcenia terminu wykonania calego programu,
w taki jednak sposob, aby koszty zwiazane z jego realizacjq byty jak najnizsze.
A zatem okre$lenie optymalnego terminu realizacji przedsigwzigcia wiazac si¢ bg-
dzie z takim ulozeniem programu przyspieszenia, aby najwigksza akceleracja przy-
padata na te czynnosci krytyczne, ktorych koszty przyspieszenia beda najnizsze.

Tego rodzaju akceleracja planu wymaga z reguty zwigkszonych naktadow
na robocizng i pracg sprz¢tu 1 urzadzen. Na rysunku 70 podano przebieg wzrostu
kosztow czynnosci w zaleznosci od czasu jej wykonania. Podobny charakter ma
rowniez przebieg zmian kosztow wykonania catego przedsigwzigcia, ztozonego
z wielu czynnos$ci, w zalezno$ci od czasu ich wykonywania i koncowego termi-
nu. Koszt catkowity realizacji projektu K. = K,,;,,, odpowiada terminowi konco-
wemu, wyznaczonemu przez dlugo$¢ drogi krytycznej, jesli zatozymy, ze
wszystkie czynnosci wykonywane sag w czasie normalnym ¢,. Koszt K,,,, odpo-
wiada natomiast terminowi realizacji, w ktorym wszystkie czynno$ci krytyczne
maja czas graniczny f,. Dalsze skracanie czasu wykonania programu ponizej Z,,
jest ze wzgledow technologicznych niemozliwe.

Algorytm kompresji sieci jest nastepujacy’:

Na podstawie normalnych czaséw trwania czynno$ci wyznaczy¢ termin
koncowy i $ciezke krytyczna.

Zestawi¢ czynnosci krytyczne i obliczy¢ dla nich gradienty kosztow s;.

Wyeliminowaé z zestawienia te czynnosci krytyczne, dla ktorych $redni
gradient kosztow nie istnieje, tzn. ¢,=ti ;= t,,.

Proces skracania rozpocza¢ od czynnosci krytycznej o najnizszym gra-
diencie kosztow s;, skracajac jej czas o jak najwigksza liczbg jednostek czasu
(dni). Nalezy jednak pamigtac, ze nie mozna skroci¢ czynnosci wigcej niz wyno-
si jej czas graniczny t,, oraz, ze skracajac czas drogi krytycznej (jako najdtuzszej
drogi w grafie) mozemy doprowadzi¢ do pojawienia si¢ w grafie innych, no-
wych drog krytycznych.

Jezeli wystepuja dwie lub wigcej $ciezek krytycznych w sieci, nalezy skra-
cac czas o t¢ samg wielkos¢ na wszystkich rownolegtych $ciezkach krytycznych.

Najkrotszy termin wykonania programu sieciowego uzyskuje sig, gdy
wszystkie czynnosci lezace na ktorejkolwiek z drég krytycznych osiagna czasy
graniczne .. Dalsze skracanie czasu wykonania programu jest wowczas nie-
mozliwe.

" K. Kukula i in. Badania operacyjne w przyktadach i zadaniach. PWN, Warszawa 2002, s. 190—191.
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Koszty przyspieszenia na kazdym etapie oblicza sig jako iloczyn gradientu
kosztow (s;) dla danej czynnosci 1 liczby jednostek czasu (dni), o ktore dana
czynno$¢ krytyczna zostata skrocona. Laczne koszty przyspieszenia sa suma
kosztéw poniesionych na poszczegélnych etapach.

Zaprezentowany algorytm do wyznaczania optymalnego programu akcele-
racji czynnosci i okre$lenia najkrotszego czasu wykonania catego przedsigwzig-
cia przy minimum kosztow stosuje si¢ zarowno do sieci CPM, jak i PERT.

Rozwazmy pod katem analizy kosztowej nasze, analizowane juz przed-
sigwzigcie przedstawione za pomoca sieci zaleznosci pokazanej na rysunku 7.
Dyrektywny termin realizacji tego zadania przy normatywnych czasach trwania
czynnosci t; = t, wynosi 26 dni. (dtugos¢ drogi krytycznej). Wiyniki analizy
drogi krytycznej, wyznaczenie termindéw zaj$cia wszystkich zdarzen w sieci oraz
terminéw rozpoczecia i zakonczenia poszczegélnych czynnosci (analizy CPM)
zostaly wczesniej zamieszczone w tabeli 1.

Jak juz wspomniano do przeprowadzenia analizy czasowo-kosztowej metoda
CPM-COST nalezy uzupetni¢ zestawione informacje o koszty wykonania poszcze-
golnych czynno$ci. Dane takie zawiera tabela 9. W kolumnach [2-5] tabeli za-
mieszczono numery zdarzen poczatkowych (i) 1 koncowych (j) wszystkich czynno-
Sci skfadajacych sig na analizowany projekt oraz normatywne (t,) i graniczne (t,)
czasy wykonania czynno$ci. W kolumnach [6—8] zamieszczone sa koszty wykona-
nia czynnosci przy tych czasach; normatywnym (K,) oraz granicznym (K,,) jak
rowniez wyliczony na podstawie formuty (39) gradient kosztow (s;; ).

Tabela 13. Zestawienie danych do analizy czasowo-kosztowej CPM-COST

nr i ] tii =1t tgr Kn K r Sij
1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 1,0 1,0 110,0 110,0 0,0
2 2 3 4,0 2,0 80,0 160,0 40,0
3 2 4 5,0 3,0 50,0 100,0 25,0
4 2 5 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
5 3 4 2,0 2,0 120,0 120,0 0,0
6 3 7 4,0 3,0 60,0 110,0 50,0
7 3 11 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
8 4 10 6,0 3,0 60,0 120,0 20,0
9 5 6 3,0 1,0 50,0 140,0 45,0
10 5 7 5,0 2,0 160,0 210,0 16,6
11 6 7 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
12 6 8 5,0 2,0 110,0 150,0 13,3
13 7 9 3,0 2,0 80,0 110,0 30,0
14 8 9 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
15 9 11 6,0 4,0 120,0 160,0 20,0
16 10 11 4,0 3,0 60,0 80,0 20,0
17 10 12 3,0 3,0 120,0 120,0 0,0
18 11 13 3,0 3,0 80,0 80,0 0,0
19 12 13 3,0 1,0 140,0 160,0 10,0
20 13 14 3,0 2,0 120,0 180,0 60,0
21 14 15 2,0 2,0 160,0 160,0 0,0
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Koszt catkowity wykonania catego przedsigwzigcia w czasie normatyw-
nym 7. =T, =26dni wynosi (K. = K,;,=1680) jednostek. Czy jest mozliwe
skrécenie tego terminu o pewien okres, np. o cztery dni w stosunku do terminu
dyrektywnego (7., =7, =22) dni i jakie dodatkowe koszty nalezy po-
nies¢, aby dokona¢ takiego przyspieszenia programu?

Aby dokona¢ takiej analizy nalezy postgpowac zgodnie z podanym algo-
rytmem. Wyeliminowa¢ z zestawienia czynnosci w tabeli 13, te czynno-
sci krytyczne, dla ktérych nie istnieje $redni gradient kosztoéw, tzn.
tn = tgn

Z tabeli, dla jej przejrzystosci wyeliminowano rowniez czynnosci zero-
we, ktore nie pochtaniaja zadnych $rodkow i dla ktorych K. = K, = 0, jak
rowniez wszystkie pozostate czynnosci niekrytyczne, dla ktorych sredni gradient
kosztoéw rowniez jest rowny zeru (s; = 0). Zredukowane zestawienie czynnosci
mozliwych do akceleracji zawiera tabela 14.

Tabela 14. Zestawienie czynnosci uczestniczacych w procesie akceleracji

nr i j =ty tor K, Ker Sjj
1 2 3 4 5 6 7 8
2 2 3 4,0 2,0 80,0 160,0 40,0
3 2 4 5,0 3,0 50,0 100,0 25,0
6 3 7 4,0 3,0 60,0 110,0 50,0
8 4 10 6,0 3,0 60,0 120,0 20,0
9 5 6 3,0 1,0 50,0 140,0 45,0
10 5 7 5,0 2,0 160,0 210,0 16,6
12 6 8 5,0 2,0 110,0 150,0 13,3
13 7 9 3,0 2,0 80,0 110,0 30,0
15 9 11 6,0 4,0 120,0 160,0 20,0
16 10 11 4,0 3,0 60,0 80,0 20,0
19 12 13 3,0 1,0 140,0 160,0 10,0
20 13 14 3,0 2,0 120,0 180,0 60,0

Proces skracania nalezy rozpocza¢ od czynnos$ci krytycznej o najnizszym
gradiencie kosztow czyli od czynnosci (9—11) dla tej czynnosci bowiem $redni
gradient kosztow wynosi sg.;;) = 20 jednostek. Czasy normatywny i graniczny
dla tej czynnos$ci wynosza odpowiednio; f,p.;;) = 6 dni i tg.;;) = 4 dni. Zatem
mozliwe jest przyspieszenie realizacji tej czynnosci o 2 dni. Koszt takiej akcele-
racji wyniesie:

*

=(t —t
(9-11) n9-11) 819-11)

) Sioar) = (6—4)-20=40 jednostek.

Nastepna czynnos$cia lezaca na drodze krytycznej, ktora jeszcze mozna
skréci¢ bez spowodowania wigkszych zaktocen w drodze krytycznej jest czyn-
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no$¢ (13-14) jej gradient kosztow wynosi 60 jednostek, a moze ona ulec skroce-
niu o 1 dzien z trzech do dwoch dni. Koszty tego skrocenia wyniosa:

K(*I-H‘U = (t’1(13-1491) - tg’(713-1411) ) ' S(”*“”) = (3 - 2) +60=060 jeanStek

Po tym kroku akceleracji uzyskali§my skrocenie przedsigwzigcia o trzy
dni z 26 do 23 dni i dodatkowy koszt jaki nalezy przez to ponies¢ to
K =K  +K _ . =40+60=100 jednostek.

(-11) (13-14)
Aby skroci¢ cate zadanie o jeszcze jeden dzien do czasy catkowitego 22
dni nalezatoby skroci¢ jaszcze jaka§ czynno$¢ krytyczng o jeden dzien. Musimy
jednak zwroci¢ uwage, ze przy takiej akceleracji pojawila si¢ nowa droga kry-
tyczna przechodzaca przez czynnosci 1-2—4-10-12—13-14-15. Dalsze skraca-
nie starej drogi krytycznej bez uwzglednienia zmian na nowej drodze krytycznej
jest niemozliwe. Nalezy teraz skraca¢ czynnosci lezace na starej i nowej drodze
krytycznej réwnoczesnie. Taka mozliwos¢ daje skrocenie czynnosci 4-10
o jeden dzien i czynnosci 7-9 réwniez o jeden dzien. Dodatkowe koszty przy-
spieszenia teraz wyniosa:
K=K, 6 +K. 6 =1s,, +1

(4-10) (7-9) (4-10) "7z

=20+30=50 jednostek.

Ostatecznie skrocenie catego przedsigwzigeia o 4 dni (do 7, =7, =22 dni
spowoduje przyrost kosztow catkowitych o 150 jednostek.

Istnieja rowniez i inne mozliwo$ci uzyskania takiej akceleracji z takim sa-
mym efektem finansowym. Ponizej w tabeli 15 zamieszone zostaly wyniki ana-
lizy dokonanej z wykorzystaniem programu komputerowego®.

Tabela 15. Ostateczne wyniki analizy skrocenia czasu 7.9 = 7}, =22 dni

Najwczesniejszy Najpozniejszy
nr i j Z“; l; ZCI
poczatek koniec poczatek koniec
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 2 1,0 0,0 0,0 1,0 0,0 1,0 0,0
2 2 3 3,0 1,0 1,0 4,0 1,0 4,0 0,0
3 2 4 5,0 0,0 1,0 6,0 1,0 6,0 0,0
4 2 5 0,0 0,0 1,0 1,0 2,0 2,0 1,0
5 3 4 2,0 0,0 4,0 6,0 4,0 6,0 0,0
6 3 7 4,0 0,0 4,0 8,0 4,0 8,0 0,0
7 3 11 0,0 0,0 4,0 4,0 14,0 14,0 10,0
8 4 10 5,0 1,0 6,0 11,0 6,0 11,0 0,0
9 5 6 3,0 0,0 1,0 4,0 2,0 5,0 1,0

8 Program komputerowy do analizy czasowo-kosztowej w sieciach CPM i PERT zostat opracowany
przez zespét pracownikow naukowych Akademii Ekonomicznej w Katowicach pod kierunkiem prof. dr.
T. Trzaskalika.
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Najwczesniejszy

Najpozniejszy

nr i ] t: ij Z‘I
poczatek koniec poczatek koniec
10 5 7 5,0 0,0 1,0 6,0 3,0 8,0 2,0
11 6 7 0,0 0,0 4,0 4,0 8,0 8,0 4,0
12 6 8 5,0 0,0 4,0 9,0 5,0 10,0 1,0
13 7 9 2,0 1,0 8,0 10,0 8,0 10,0 0,0
14 8 9 0,0 0,0 9,0 9,0 10,0 10,0 1,0
15 9 11 4,0 2,0 10,0 14,0 10,0 14,0 0,0
16 10 11 3,0 1,0 11,0 14,0 11,0 14,0 0,0
17 10 12 3,0 0,0 11,0 14,0 11,0 14,0 0,0
18 11 13 3,0 0,0 14,0 17,0 14,0 17,0 0,0
19 12 13 3,0 0,0 14,0 17,0 14,0 17,0 0,0
20 13 14 3,0 0,0 17,0 20,0 17,0 20,0 0,0
21 14 15 2,0 0,0 20,0 22,0 20,0 22,0 0,0

Catkowity koszt skrocenia czasu realizacji projektu o cztery dni wyniesie

150 jednostek.

Odbedzie sig to rowniez kosztem rezerw czasowych na czynnosciach nie-
krytycznych, w ramach posiadanych przez nich zapasow. CzynnoSci takie stang
sig¢ czynno$ciami krytycznymi. Sie¢ zaleznosci po takiej akceleracji przedstawia

rysunek 71.

Rysunek 71. Przebieg drog i czynnosci krytycznych w sieci po skrdceniu terminu realizacji
do 22 dni
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Widzimy, ze skracania czasu realizacji projektow, oprocz wzrostu kosztow
wiaze si¢ rOwniez z pewnym napigciem organizacyjnym wyniklym z faktu, ze
coraz wigcej czynnosci ma charakter krytyczny. Musza wigc rozpoczac i zakon-
czy¢ si¢ w sztywnych terminach, bez rezerw czasowych. Wykonanie takiej in-
westycji w terminie skroconym jest obarczone pewnym ryzykiem.

Obliczmy zatem, korzystajac z podanego sposobu, jaki jest minimalny
mozliwy termin wykonania tego zadania i ile wynosi dodatkowy koszt takiej
operacji.

Wyniki obliczen zawiera tabela 16, a sie¢ zaleznosci dla takiego przedsig-
wzigcia przedstawia rysunek 72.

Tabela 16. Wyniki analizy skrocenia czasu 7, = T}, = min dni

. Najwczesniejszy Najpozniejszy
nr | i j ZUI. Ly Z!
poczatek koniec poczatek koniec

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1] 1 2 1,0 | 0,0 0,0 1,0 0,0 1,0 0,0
2| 2 3 2,0 2,0 1,0 3,0 1,0 3,0 0,0
3| 2 4 |40 | 1,0 1,0 5.0 1,0 5.0 0,0
41 2 5 0,0 0,0 1,0 1,0 1,0 1,0 0,0
513 4 |20 | 00 3.0 5.0 3.0 6,0 0,0
6 | 3 7 3,0 1,0 3,0 6,0 3,0 6,0 0,0
713 11 00 |00 3,0 3,0 12,0 12,0 9,0
8 | 4 10 3,0 3,0 5,0 8,0 5,0 8,0 0,0
9 s 6 | 28 | 0.2 1,0 3.8 1,0 3.8 0,0
0] 5 7 5,0 0,0 1,0 6,0 1,0 6,0 0,0
11| 6 7 100 [ 00 3.8 3.8 6,0 6,0 22
12 6 8 5,0 0,0 3,8 8,8 3,8 8,8 0,0
13] 7 9 [ 20 [ 1,0 6,0 8,0 6.0 8,0 0,0
141 8 9 -0,8 0,8 8,8 8,0 8,8 8,0 0,0
1509 11 | 40 | 20 8,0 12,0 8,0 12,0 0,0
16|10 | 11 4,0 0,0 8,0 12,0 8,0 12,0 0,0
17]10] 12 [ 30 | 00 8,0 11,0 9,0 12,0 1,0
18 | 11 13 3,0 0,0 12,0 15,0 12,0 15,0 1,0
912 13 130 | 00 11,0 14,0 12,0 15,0 0,0
20 | 13 14 2,0 1,0 15,0 17,0 15,0 17,0 0,0
210 14| 15 [ 20 | 00 17,0 19,0 17,0 19,0 0,0

Maksymalne przyspieszenie terminu realizacji, jakie mozna uzyskaé¢ w wa-
runkach ograniczonych czasami granicznymi ¢, wszystkich czynno$ci wynosi
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19 dni (7T, =T.=19). Koszt takiej akceleracji obliczymy na z formuty

i=1
Calkowity koszt akceleracji jest wigc suma iloczynu wielkosci przyspie-
szenia poszczegolnych czynnosci ¢, oraz odpowiednimi gradientami kosztow s;;.
1 wynosi K4 ;=353 jednostki.
Sie¢ zaleznosci w przypadku tak skroconego terminu przedstawia rysunek 69.

Rysunek 72. Sie¢ zaleznosci dla maksymalnego przyspieszenia terminu realizacji (7! =7 =19)

W przedstawionej sieci zalezno$ci wszystkie czynnosci poza czynnosciami
10-12 i 12-13 sa czynnosciami krytycznymi. Ich zapasy catkowite sa rowne
zeru. Jest to najkrotszy z mozliwych termin ukonczenia catego przedsigwzigcia,
wynoszacy 19 dni, przy koszcie wigkszym od kosztu normatywnego o 353 jed-
nostki.

6.3.3. Analiza czasowo-kosztowa w sieciach
z wykorzystaniem programowania liniowego

6.3.3.1. Minimalizacja kosztow przy zadanym czasie dyrektywnym
Korzystajac jednak z mozliwosci jakie daja metody sieciowe, mozna po-

szukiwa¢ optymalnych rozwigzan z punku widzenia albo czasu realizacji pro-
jektu albo kosztow wykonania. Ciekawe rozwiazania w zakresie takiej optyma-
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lizacji proponuje T. Trzaskalik’ [2003]. Dazy bowiem do minimalizacji kosztu
realizacji przedsigwzigcia przy zadanym, nieprzekraczalnym czasie jego trwania,
zwanym czasem dyrektywnym. Zagadnienie to sprowadza do sformulowania
i rozwiazania odpowiedniego zadania programowania liniowego.

Przyjmijmy zatem proponowane tam oznaczenia:

przez x; (i=1,2,....15) momenty zaistnienia zdarzen 1-15 natomiast przez
Vi, V2, .... Y21 — czasy przyspieszenia realizacji czynnosci od 1 do 21 (oznaczenia
czynnosci wedhug tabeli 9).

Dla wyznaczenia kosztow przyspieszenia realizacji przedsigwzigcia, od-
powiadajacym zadanemu czasowi dyrektywnemu utworzmy funkcje:

f(y,y,..%,)=0-y,+40-y,+25-y, +0-y,+0-y,+50 -y, +
+0-y,+20-y,45-y,+16,6-y,+0-y,+133-y, +
+30-y,+0-y,+20-y,+20-y +0-y,+0-y,+
+10-y,+60-y,, +0-y, — min

Dla czynnosci oraz zdarzen tworzacych projekt zachodza ponadto naste-
pujace zalezno$ci:

Moment zaistnienia zdarzenia i (czyli x;,) musi by¢ rowny lub wigkszy od
momentu zakonczenia czynnosci, dla ktérych to zdarzenie jest zdarzeniem kon-
cowym.

Czas rozpoczecia dowolnej czynnosci jest rowny momentowi zaistnienia
zdarzenia, ktore dla tej czynnosci jest zdarzeniem poczatkowym.

Czas realizacji czynnoS$ci jest rOwny czasowi normalnemu, pomniejszone-
mu o czas przyspieszenia y;.

Stosujac powyzsze uwarunkowania, mozemy sformutowac ogdlna zasade:

X, 2t -y +x (49)
gdzie:
x;  —moment zaj$cia zdarzenia nastgpujacego (konczacego czynnosc¢ i),
4 — czas normalny realizacji czynnosci J,
Yi  —przyspieszenie czynnosci i,
X;  —moment rozpoczgcia czynnosci i.

°T. Trzaskalik, Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem. PWE, Warszawa 2003, s. 313.
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Rysunek 73. Schemat obliczeniowy optymalizacji kosztow przyspieszenia realizacji (metoda
programowania liniowego)

I

Przedstawiony na schemacie (rys. 73) opis czynno$ci podaje nad kreska
normatywne czasy trwania czynnosci oraz w nawiasach szukane wielkos$ci przy-
spieszen, przy ktorych realizowana jest funkcja kryterium programowania linio-
wego. Pod kreska podane sa numery (nazwy) czynno$ci. Na podstawie formuty
(46) mozemy, dla kazdego zdarzenia zapisac:

dla zdarzenia 1: dla zdarzenia 9:
x;=0 X9Z 3-y;3tx;
dla zdarzenia 2: X9>0—yi4+ Xg

Xy 2ty -y tx=1-yx dla zdarzenia 10:

dla zdarzenia 3:
X3=2-y,t X
dla zdarzenia 4
X325-y3t X,
X422 -ys+ X3
dla zdarzenia 5:
X520 —ys+ Xy
dla zdarzenia 6:
Xe 23 —yot+Xs
dla zdarzenia 7:
X725 =10 tXs
X724 —Yyet X3
X720—yi1 +X¢
dla zdarzenia 8:
Xg 25—yt Xg

X10= 6 -y + X4
dla zdarzenia 11:
X11Z20-y7;+x3

X112 6-y15+ X9
X11=24 -yt Xpo
dla zdarzenia 12:
X122 3 —y17+ X0
dla zdarzenia 13:
X132 3 —yis + X
X1323 —Yio+ X2
dla zdarzenia 14:
X142 3 =yt X13
dla zdarzenia 15:
X152 2 = ya1 + Xig

Mozliwosci przyspieszenia poszczegolnych czynnosci sa ograniczone ich

czasami granicznymi t,.. Zatem wynikajace z tego warunki ograniczajace przyj-
ma 0golna postac:

0 S Yi S tgr (50)
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Dla rozwiazywanego przyktadu warunki ograniczajace wielko$¢ przyspie-
szen kazdej z czynnos$ci w grafie przyjma postac:

0<y <1 0<yg <3 0<ys<4
0<y,<2 0<y <1 0=ye=3
0<y;<3 0 <ypo<=<2 0=<yy=3
0<y,=0 0<y; =0 0<yjg<=<3
0 <ys<2 0<yps<2 0<ypo=1
0<ys<3 0<yp=<2 0 <yy<2
0<y;=<0 0<yy=<0 0<yy<=2

Zat6zmy, ze chcemy realizowac nasze przedsigwzigcie w czasie nie dtuz-
szym niz 22 dni. Oznacza to, ze moment zaj$cia zdarzenia 15 (ostatnie zdarzenie
w sieci), okreslajacy czas realizacji przedsigwzigcia, nie moze przekroczy¢ war-
tosci 22. Otrzymujemy wigc dodatkowe ograniczenie w postaci:

X15 < 22

Ponadto x; = 0 oraz warto$ci zmiennych x,, x3,.... x;5 musza by¢ nieujem-
ne.

Sformutowane zadanie programowania liniowego, po dokonaniu prostych
przeksztatcen mozna zapisac:

f(y,y,..%,)=0-y,+40-y,+25-y, +0-y,+0-y, +50 -y, +
+0-y,+20-y,45-y,+16,6-y,+0-y,+133-y, +
+30-y,+0-y,+20-y,+20-y +0-y,+0- -y, +
+10-y,+60-y,, +0-y, — min

Xo +y =1 -X3txstys 24 -Xg Xy ty;s= 6
-XptX3 Ty, =2 -X¢t X7ty 20 -Xjot X tys=4
Xyt x4ty; =5 -Xgtxg Ty =5 -Xjpt X2ty 23
-X3txgtys =2 -X7tXoty;3 = 3 =X+ X3ty =3
-Xy tXstys 20 -Xgt X9ty 0 -Xpp+t X3 ty923
-Xs TXstyy =3 -X4t Xt yig=26 -X13 T X4ty =3
-Xs X7ty 25 -X3+tx;ty; 20 - X14 T Xy5 typ =2
X15 222
0<y <1 0<ys<3 0<ys<4
0<y,<2 0<y <1 0=ys=3
0<y;<3 0<yp<2 0=y7=3
0<y, =0 0<y; =0 0<yg<=<3
0<ys<2 0<yps<2 0=yp=1
0<ye<3 0<y3<2 0 <yp=2
0<y;<0 0<yu=<0 0<yy<=<2
X2, X3y cerennnn X1520
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Po rozwiazaniu takiego ukladu rownan liniowych z minimalizowana funk-

cja celu, interesujace nas wartosci zmiennych y;, y,, ........ V7, przyjma wartosci:
y1=0 ys =1 yis =2
y2 =1 yo =0 Yie =
y3 =0 Yio =0 yi7 =
ya =0 yin =0 yis =
ys =0 yi2 =0 Yi9 =
Y6 =0 yiz =1 Y20 =
y7=0 yia =0 ya1 =0

Najwczesniejsze terminy zajscia zdarzen, przy ktérych funkcja kryterium
spetnia przyjmuje warto$ci minimalne przedstawione sa ponizej:

Xi:() X6 =4 X|1:14
X, =1 x; =8 X, = 14
X3:4 Xg =9 X|3:17
X4:6 X9 = 10 X|4:20
X5 =1 Xj0 =11 X5 =22

Koszt dodatkowy realizacji przedsigwzigcia w czasie nieprzekraczajacym
22 jednostek wynosi 150. Sie¢ czynnosci ze zmodyfikowanymi czasami trwania
poszczegblnych czynnos$ci zostata przedstawiona na rysunku 62.

6.3.3.2. Minimalizacja czasu przy zadanym koszcie

Sprobujmy teraz rozwiaza¢ problem i przyspieszenia realizacji projektu
w odmienny sposob. Majac do dyspozycji okreslona kwote, pytamy, o ile mo-
zemy przyspieszy¢ realizacj¢ rozpatrywanego przedsigwzigcia.

W tym przypadku zmieni si¢ funkcja kryterium, poniewaz chcemy nasze
przedsigwzigcie zakonczy¢ jak najpredze;.

Funkcja celu bedzie miata postac:

FC(xy5) =x;5 — min

Zat6zmy, ze koszt przyspieszenia nie moze by¢ wigkszy niz 200 jednostek.
Zapiszemy ten warunek nastepujaco:

0-y,+40-y,+25-y,+0-y,+0-y, +50-y,+0-y, +20-y,45-y +

+16,6-y,+0-y,+133-»,+30-y,4+0-y,+20-y,+20-y, +

+0-y,+0-y,+10-y,+60-y, +0-y, <200

Pozostate ograniczenia nie ulegaja zmianie w stosunku do ograniczen roz-
patrywanych w punkcie. 6.3.3.1.
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Xy +y =1 -X3txstys =24 -Xg X1 tyis= 6
-XptX3 Ty, =2 -Xgt X7ty 20 -Xpp T X ty=4
-Xptx4ty; =5 -Xgtxg Ty =5 -Xjpt X2ty 23
-X3txgtys =2 -X7+tXgty;3= 3 =X+ X3ty ;823
-Xy tXstys 20 -XgtXgtyyz 0 -Xppt X3 ty923
-Xs TXstyy 23 -X4 X0t yg=6 -X13 T Xq4 +ty =3
-Xst X7ty =5 -X3+xty; 20 - X+ X5ty 22
X15 222
0<y, <1 0<ys<3 0<ys<4
0<y,<2 0<yy <1 0<yp<3
0<y;<3 0<yp=s2 0<y7=3
0<y, =0 0<y; =0 0<yg<=<3
0<ys<2 0<yps2 0<yp<=<1
0<ys<3 0<y3<2 0 <yp=2
0<y;<0 0<y4=<0 0=<yy=2

W efekcie rozwiazanie takiego zadania z zakresu programowania liniowe-
go umozliwia wyliczenie warto$ci szukanych parametrow:

y1 =0 yg =2,8 yis = 1,7
y2 =2 yo =0 yie =0
y3 =0 Yio =0 yi7 =0
ys =0 yii =0 yis =0
ys =0 yi2=0 yio =0
¥6 =0 yiz =1 y20 =0
y7=0 yis =0 vy =0

Najwczesniejsze terminy zajsScia zdarzen, przy ktorych funkcja kryterium
spetia przyjmuje warto$ci minimalne przedstawione sa ponize;j:

Xi:O X6 =4 X11:13,3
Xy = 1 X7 = 7 X2 = 12,3
X3:3 Xg =9 X13= 16,3
X4:6 X9 =9 X114 = 19,3
X5 = 1 X10:9,3 X15:21,3

Majac dodatkowo do dyspozycji 200 jednostek pieni¢znych, mozemy zre-
alizowac przedsigwzigcie w czasie nie dtuzszym niz 21,3 dni.
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7. MODELE SIECIOWE
O STOCHASTYCZNEJ STRUKTURZE LOGICZNEJ

Dotychczas omawiane modele sieciowe dotyczyly programow, ktorych
struktura logiczna byla zdeterminowana. Oznacza to, ze dla takich przedsig-
wzig¢, konstrukcje sieci zaleznosci oparte byly na z géry okreslonych zestawach
czynnosci wchodzacych w sklad analizowanego przedsigwzigcia. Przedsigwzig-
cie takie sktada z ciagu czynnosci, ktore sa wzajemnie z soba powiazane. Czyn-
no$ci te musza by¢ wykonywane w okreslonej kolejnosci, ich wykonanie
warunkuje wykonanie innych. Takie zalezno$ci pomiedzy zdarzeniami i czynno-
$ciami okreslaja struktura logiczna modelu sieciowego, ktora jest zdetermino-
wana, bowiem w trakcie realizacji takiego przedsiewzigcia wszystkie czynno$ci
przedstawione w sieci musza by¢ zrealizowane, aby calte przedsigwzigcie mogto
by¢ zakonczone. Moéwimy wtedy o sieciach zaleznos$ci typu DAN (Deterministic
Analysis Network).

Innym rodzajem sieci zalezno$ci przedstawiajacych przedsigwzigcia,
w ktorych tylko czgs¢ czynnosci jest realizowana na pewno. Pozostale moga
wystgpowac i by¢ realizowane lub tez moga nie by¢ realizowane wcale. Do gra-
ficznego przedstawienia takich relacji stosujemy sieci, ktorych logiczna struktu-
ra ma charakter stochastyczny a przedstawione w niej czynno$¢ wystgpuja i sa
realizowane z okreslonym, wigkszym od zera prawdopodobienstwem. Sieci,
o tego typu strukturze nazywamy sieciami typu GAN (Generalized Analysis
Network).

Na gruncie uogdlnionych sieci czynnosci GAN utworzone zostaty modele,
ktore daja mozliwos¢ wielowariantowego ustalenia zalezno$ci migdzy zdarze-
niami oraz wybierania w toku realizacji przedsigwzigcia innych drég postgpo-
wania niz pierwotnie zostaty ustalone.

7.1. TECHNIKA GERT
7.1.1. Podstawowe zalozenia techniki GETR

W przypadku kazdego projektu do osiagnigcia zalozonych celéw koniecz-
ne jest wlasciwe wspotdziatanie wykonawcow i optymalne wykorzystanie zaso-
boéw w poszczegolnych jego fazach. Wymaga to zapewnienia mozliwosci prze-
prowadzania zmian w przydziale $rodkéw zaleznie od =zaistniatej sytuacji
i dokonywa tego w sposob racjonalny. Pomocne moze sig¢ okaza¢ wowczas uzy-
cie sieci stochastycznych, ktorych przykladem sa sieci typu GERT. Sa one
wprawdzie bardziej ztozone niz sieci deterministyczne (CPM i PERT), ale daja

98



Andrzej Wozniak

mozliwos¢ wielowariantowego ustalenia zalezno$ci miedzy zdarzeniami w tej
samej sieci oraz swobodnego dobierania w toku realizacji projektu innych drog
postgpowania niz pierwotnie ustalone. Wielowariantowo$¢ sieci stata si¢ mozli-
wa do przedstawienia dzieki wprowadzeniu przez H. Eisnera'’, a p6zniej dopra-
cowana przez S.E. Elmaghraby’ego'' nowego typu zdarzenia, ktore dotychczas,
ze wzgledu na alternatywny charakter rozwiazan, wymagaty oddzielnego pla-
nowania. W technice GAN zdarzenie sktada si¢ z dwdch czgsci: strony wejscia
i strony wyjscia. Oprocz korzys$ci w postaci alternatywnych wej$¢ zdarzen oma-
wiana technika pozwala uporzadkowaé prawdopodobienstwa realizacji czynno-
sci 1 okresli¢ parametry, ktore charakteryzuja blizej te czynnoS$ci, np. czasy
trwania. Zaleta techniki GAN jest takze uwzglednienie powtorzen i sprzgzen
zwrotnych w sieci®.

Jedna z technik sieciowych opartych na stochastycznej strukturze logiczne;j
jest technika GERT (Graphical Evaluation and Review Technique). Wykorzy-
stano w niej elementy sieci GAN oraz reguly algebry graféw S. Elmaglaghra-
by’ego. Uwzglednienie w tych sieciach czynnosci alternatywne opisuja przed-
sigwzigcia o stochastycznym (losowym) charakterze. W realizacji takich
przedsigwzig¢ wystepuja réznorodne zaktocenia. Zapis graficzny takiego przed-
sigwzigcia wedlug techniki GETR uwzglednia, przyjmujac inng niz w sieciach
deterministycznych posta¢ lukow i wezlow oraz parametrow opisujacych alter-
natywny charakter czynnosci. Doswiadczenie uzyskane ze stosowania metod
sieciowych wskazuje, ze bardziej efektywne jest wprowadzenie do sieci opisuja-
cej planowany projekt wszystkich prawdopodobnych czynnosci alternatywnych
przed rozpoczgciem realizacji projektu niz zmiana sieci czynnosci w trakcie jego
realizacji. Omawiana technika moze mie¢ zastosowanie w przypadku wszystkich
ztozonych projektow i w skomplikowanych sytuacjach decyzyjnych. Przykta-
dem moga by¢ prace badawcze czy projektowe, w ktorych trudno jest przewi-
dzie¢ rezultat kazdej podjetej decyzji, w sposob jednoznaczny.

7.1.2. Schemat techniki GERT

Procedurg zastosowania metody GERT do przedsigwzigcia, o niezdetermi-
nowanej logicznej strukturze nalezy rozpocza¢ od doktadnego opisania projektu
za pomoca sieci stochastycznej. Oczywiscie opis ten musi uwzgledniac¢ specy-
ficzny dla tych sieci rodzaj zdarzen i inny zapis czynnosci. Nastgpnym etapem
jest zebranie danych liczbowych charakteryzujacych obciazenie poszczegdlnych

0y, Eisner, A Generalized Network Approach to the Planning and Scheduling of a Research Project,
,,Operational Research” 1962, vol. 10.

'""'S.E. Elmaghraby, An Algebra for the Analysis of Generalized Activity Networks, ,Management
Science” 1964, No. 3.

12 R. Zuber, Metody sieciowe w planowaniu przygotowania produkcji. ,Przeglad Organi-
zacji” 1974, nr 10.
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tukow sieci. Rozwiazanie sieci stochastycznej typu GERT wymaga redukcji,
czyli przedstawienia jej w mniej skomplikowanej strukturze zastgpczej, aby
umozliwi¢ okreslenie czasu i prawdopodobienstwa realizacji przedsigwzigcia
oraz wyznaczenie tych czaséw i prawdopodobienstw. Ostatnim etapem procedu-
ry GERT jest analiza i ocena wynikow otrzymanych dzigki zastosowanym
uproszczeniom sieci.

Ponizej przedstawione zostana szczegoty wymienionej procedury GERT.

7.1.2.1. Opisanie przedsi¢gwzigcia za pomocg sieci stochastycznej

Wystepujace w sieciach stochastycznych pojecie zdarzenia rozszerzono
W poréwnaniu z powszechnym rozumieniem tego terminu w technikach opiera-
jacych sig na sieciach o strukturze deterministycznej. W sieci GERT rozroznia
si¢ dwa podstawowe typy zdarzen: deterministyczne, przedstawione w postaci
kota oraz probabilistyczne, przedstawione w postaci ,.kropli”. Nalezy zaznaczy¢,
ze wszystkim tukom (czynnosciom) wychodzacym ze zdarzen zdeterminowa-
nych odpowiada prawdopodobienstwo realizacji p = /, tzn. muszg by¢ one wy-
konane, aby projekt uznano za zrealizowany. Natomiast w przypadku gatezi
wychodzacych ze zdarzen probabilistycznych tylko jedna z nich, o okre§lonym
prawdopodobienstwie wystapienia p, wystarcza do doprowadzenia realizacji
projektu do konca. Wymaga to zastosowania roznych typow wezlow (wierz-
chotkow grafu w sieci GERT). Wezty w tej sieci moga mie¢ jednoczesnie rozne
typy wejs¢ 1 wyjs¢, po to aby moc wyrazi¢ losowos¢ wystapienia czynno$ci
wchodzacych do wezta (zdarzenia koncowego), jak réwniez prawdopodobien-
stwo tego, ze czynno$¢ bioraca poczatek w tym wezle moze, lub nie musi wy-
stapic.

Okreslono trzy logiczne relacje wejscia: alternatywa rozlqczna, alternaty-
wa lqczna i koniunkcja oraz dwa typy relacji wyjscia: deterministyczne i proba-
bilistyczne.

Logiczne formy wierzchotkow od strony wejscia w sieci GERT okre$lono
nastgpujaco:

— 1 — dla zdarzen, ktore zachodza wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
czynnosci je poprzedzajace zostana zrealizowane, tzn. pierwsze ,,i” drugie ,,i”
nastgpne. Realizowana jest w tym przypadku logiczna operacja ,,i”. Skuteczne
zakonczenie przedsigwzigcia jest uwarunkowane wystapieniem czynno$ci
pierwszej” , ,,drugie” i ,,wszystkich nastepnych” (alternatywa roztqczna),

— ,,lub”,, — dla zdarzen poprzedzonych kilkoma czynno§ciami moment re-
alizacji zdarzenia jest zapewniony, gdy co najmniej jedna z czynno$ci poprze-
dzajacych je zostanie zrealizowana, ale moga zosta¢ zrealizowane rowniez inne
czynnosci, dla ktorych to zdarzenie jest zdarzeniem koncowym. Termin realiza-
cji tych zdarzen uwarunkowany jest najkrétszym czasem czynnosci dochodza-
cych do takiego zdarzenia. Realizowana jest logiczna operacja ,,lub” (alternaty-
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wa {qczna). Np. jesli szukamy najlepszego rozwiazania problemu warunkujace-
go dalsze prace, to po znalezieniu pierwszego, mozliwego do przyjecia rozwia-
zania — kontynuujemy prace, nie przerywajac poszukiwania rozwigzania najlep-
$zego.

— ,,albo” ,,i” — dla zdarzen, ktére zachodza wtedy i tylko wtedy, gdy do-
ktadnie jedna z czynno$ci poprzedzajacych je zostanie zrealizowana. Zdarzenie
jest poprzedzone czynnosciami wzajemnie si¢ wykluczajacymi. Moment realiza-
cji zdarzenia oznacza zakonczenie jednej i tylko jednej czynnos$ci. Realizowana
jest logiczna operacja ,,wykluczajace — lub” (koniunkcja).

Logiczne formy wierzchotkow w sieciach GERT od strony wyjscia ogra-
niczone sg do dwoch rodzajow:

— 1”7 — wyj$cie deterministyczne dotyczace zdarzen, ktorych wystapienie
powoduje realizacj¢ kazdej czynno$ci nastgpujacej po takich zdarzeniach. Jedna
czynnos¢ lub kilka musza wystgpowac po takim wezle. Moment zaj$cia zdarze-
nia oznacza mozliwo$¢ rozpoczgcia wszystkich tych czynnosci. Realizowana
jest logiczna operacja ,,i”.

— ,,lub” )” — wyjscie probabilistyczne” dotyczace zdarzen, ktorych wy-
stapienie powoduje realizacj¢ co najmniej jednej czynno$ci po nich nastgpujace;.
Z kilku wychodzacych czynno$ci zrealizowana moze by¢ jedna lub kilka.
Zestawienie mozliwych typow relacji logicznych i ich symboli przedstawiono
w tabeli 17.

2

Tabela 17. Charakterystyka wierzchotkéw wystepujacych w sieciach stochastycznych typy GERT

Wejscie Alternatywa Alternatywa
roztaczna roztaczna

Wyjscie j <] <|
Deterministyczne D |© <> O
Probabilistyczna [> |<> <> <>

Zrédto: K. Kukuta, Badania operacyjne w przykladach i zadaniach PWN Warszawa 2002

Koniunkcja

Zarowno wejscie, jak i wyjscie zdarzen sieci deterministycznych maja
formg logiczna ,,i”. W sieciach o strukturze probabilistycznej zapis logiczny
strony wejscia okresla uwarunkowanie zaistnienia zdarzenia. Zapis strony wyj-
$cia moze mie¢ charakter decyzyjny. Po zaistnieniu zdarzenia decyduja si¢ losy
realizacji czynnos$ci po nim nastgpujacych, zgodnie z logika wyjscia. Charakter
tych decyzji uwaza si¢ za deterministyczny, gdy realizacja sieci zaleznosci wy-
maga realizacji wszystkich czynnosci nastgpujacych po zdarzeniu. Jesli zapis
wyjscia ze zdarzenia pozwala na realizacje tylko niektorych czynnosci, to
w stosunku do czynno$ci nastgpnych mozna méwi¢ jedynie o realizacjach praw-
dopodobnych. Sie¢ taka nazywana jest siecia stochastyczna, na ktorej oparta jest
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technika GERT. Suma prawdopodobienstw odpowiadajacych poszczegdlnym
gateziom wychodzacym ze zdarzenia probabilistycznego musi by¢ réwna 1.

Poza oméwionymi juz typami zdarzen, w modelach sieciowych GERT
mozna wyr6zni¢ zdarzenie poczatkowe (zrodtowe) i zdarzenie koncowe. Zda-
rzenie poczatkowe moze by¢ zdarzeniem probabilistycznym, natomiast zdarze-
nie koncowe zawsze jest zdarzeniem deterministycznym. Cecha charaktery-
styczna modeli GERT sa petle, tzw. sprzezenia zwrotne. Petle wskazuja, ze
pewne dzialania moga by¢ wykonane wigcej niz jeden raz. W sieci GERT po-
daje sig liczbe powtorzen (licznik) realizacji takich czynnosci. Petla rozpoczyna
si¢ w tzw. zdarzeniu statystycznym, a zdarzenie, w ktorym petla dochodzi do
zwyktego ciagu czynnos$ci, nazywa si¢ zdarzeniem wyréznionym.

Przyktadem opisu przedsigwzigcia za pomoca sieci stochastycznej moze
by¢ postgpowanie decyzyjne w sprawie budowy prototypowej oczyszczalni
sciekow. Rada gminy o wyraznie zarysowanej wiodacej funkcji turystycznej,
zlokalizowanej w rejonie o szczegolnych walorach $rodowiskowych, podjela
decyzje o budowie zbiorczej oczyszczalni sciekow. Problem gospodarki $cieko-
wej w rejonach o wyroznionej funkcji turystycznej jest wyjatkowo wazny dla
podtrzymania waloréw srodowiskowych determinujacych jej funkcjg turystycz-
na. Jednoczes$nie jednak na terenie gminy funkcjonuje szereg uciazliwych dla
srodowiska zaktadow (mleczarnie, ubojnie, garbarnie itp.), ktore emitujac trudno
oczyszczalne $cieki zagrazaja walorom $rodowiskowym. Powstaje zatem pro-
blem wyboru odpowiedniej technologii oczyszczania $ciekow, zarowno komu-
nalnych, jak i §ciekow pochodzacych z wymienionych zaktadow przemysto-
wych. Specyficzny, z uwagi na sktad i nat¢zenie tadunkoéw, rodzaj Sciekow
emitowanych z calego obszaru gminy nie zezwala na zastosowanie typowej
oczyszczalni. Rada gminy zidentyfikowata problem decyzyjny nastgpujaco:

— Mozliwe jest opracowanie zupelnie nowej wielostopniowej technologii
oczyszczania §ciekow uwzgledniajacej ich specyficzny charakter (wartiant A).
Przyjecie tego rozwiazania uwarunkowane jest pozytywnymi wynikami testow
laboratoryjnych z przeprowadzanych prob.

— Jest rowniez mozliwe adaptowanie istniejacych oczyszczalni $ciekow
o sprawdzonych konstrukcjach i skutecznie oczyszczajacych s$cieki w rejonach
recepcyjnych o podobnym uktadzie funkcji gospodarczych. Przyjecie tego roz-
wiazania wymaga rowniez przeprowadzania kontrolnych badan laboratoryjnych
sprawdzajacych efekt adaptacyjny (wariant B).

— Jest wreszcie mozliwy do przyjecia wariant C, polegajacy na zakupieniu
od wyspecjalizowanego dostawcy gotowych rozwiazan i czgsci niezbednych do
zbudowania oczyszczalni, 0 gwarantowanym stopniu oczyszczania.

Z kazdym z mozliwych rozwiazan wiaza si¢ okreslone czynnosci prowa-
dzace do wyboru wariantu ostatecznego. W przypadku wyboru wariantu A ko-
nieczne moze by¢ uzupetnienie sporzadzonej dokumentacji technicznej po
wstepnym opracowaniu, podobnie w wyniku weryfikacji dalszych opracowan
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testy laboratoryjne — by¢ moze zatozenia wybranego wariantu trzeba bedzie
poprawié. Powstana zatem swoiste petle powtarzajacych sig¢ czynnosci w zalez-
nosci od jakosci powstatych rozwiazan — albo beda one zaakceptowane, albo
trzeba je bedzie poprawi¢. W ostatecznym rozrachunku jeden z dwoch warian-
tow lub by¢ moze nawet oba moga zosta¢ odrzucone na rzecz wariantu zakupu
gotowej oczyszczalni.

Nie przesadzajac o ekonomicznej efektywnosci poszczegdlnych rozwia-
zan, ktory z trzech wariantow ma wigksze szanse powodzenia realizacji, zapisz-
my to przedsigwzigcie w konwencji graféw o stochastycznej strukturze logiczne;j
technika GERT. Omowiona sytuacjg ilustruje rysunek 74.

Karekta bteddw konstrukeyinych
wariant A

Weryfikacia w warunkach

wariant B

Budowa d
Q oczyszezalni

warlantu B

Testowanie
wwarunkach eksploatacy jnych
wariantu B

2akip gotowe] oczyszczan
Sciekdw od wySPeriatzowanego dostawey

(wariant C)

Rysunek 74. Przyktad ilustracji przedsigwzigcia: wybor koncepcji i budowa oczyszczalni $ciekow
za pomocy sieci stochastycznej GERT

Wyjscie ze zdarzenia 1 jest wyjSciem probabilistycznym, poniewaz w celu
budowy oczyszczalni mozliwe jest opracowanie unikalnej technologii oczysz-
czania 1 wykonanie oczyszczalni (wariant A), adaptacja sprawdzonej w podob-
nych warunkach technologii oczyszczania uwarunkowanej pozytywnymi wyni-
kami testow laboratoryjnych (wariant B) lub zakup gotowej oczyszczalni
sciekow o gwarantowanym stopniu oczyszczania od dostawcy zewngtrznego
(wariant C). Wyjscie zdarzenia 2 réwniez jest wyjSciem probabilistycznym,
poniewaz w wyniku opracowania technologii (wariant A) mozliwe jest dalsze jej
usprawnienie poprzez regulacje i ustawienie parametréw pracy oczyszczalni, lub
w przypadku pozytywnych wynikéw konieczna jest dalsza weryfikacja opraco-
wanej technologii w procesie symulowania ekstremalnych warunkéw eksploata-
cyjnych.
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Wejscie do zdarzenia 2 bgdzie wejsciem typu ,,albo”, poniewaz realizacja
zdarzenia moze nastapi¢ w wyniku zakonczenia jednej z trzech czynnos$ci wza-
jemnie si¢ wykluczajacych: albo w wyniku opracowania technologii (wariant
A), albo na skutek koniecznych regulacji w celu uzyskania optymalnych para-
metrow oczyszczania, albo po korekcie bledow w konstrukcyjnych.

Wyjscie zdarzenia 3 jest probabilistyczne, poniewaz w wyniku jego wy-
stapienia mozliwa jest pozytywna ocena i wybor wariantu A lub tez pojawia si¢
konieczno$¢ dokonania poprawek w konstrukcji i powrdt do zdarzenia drugiego.

Podobnie wyglada opis zdarzen przy opracowaniu wariantu B, jednak
w tym przypadku wejscie do zdarzenia 5 bedzie miato charakter alternatywny
,»lub”. Zdarzenie 5 wystapi bowiem, gdy skonczy sig¢ ktorakolwiek z czynnosci
je poprzedzajacych, a wigc testowanie opracowanej adaptacji poprzez badania
laboratoryjne lub testowanie w warunkach eksploatacyjnych.

Wejscie zdarzenia 6 ma charakter alternatywy roztacznej ,,albo”, poniewaz
do budowy oczyszczalni bedzie wykorzystany tylko jeden z trzech rozwazanych
wariantéw; albo wariant A albo wariant B albo wariant C.

Wyjscie ze zdarzenia 6 jest natomiast zdeterminowane, poniewaz po pod-
jeciu decyzji co do wyboru wariantu nastapi budowa oczyszczalni.

7.1.2.2. Dane liczbowe charakteryzujace obciazenie poszczego6lnych lukow sieci

Opracowana przez H. Eisnera typologia wierzcholkoéw sieci pozwala wy-
korzysta¢ do opisu technik sieciowych grafy przeptywu sygnatow SFG (Signal
Flow Graphs). Grafy przeptywu sygnatéw zostalty wprowadzone przez S.J. Ma-
sona® przy analizie obwodow elektrycznych.

Graf SFG definiowany jest jako para uporzadkowana G = (W T >, gdzie:
(W, T > — pewien uktad rownan liniowych,
W — skonczony zbior wierzchotkow w; czyli W = {w,, }; wierzcholek w;
oznacza pewne zmienne, np. stany, czynnosci, warianty,
T — skonczony zbior transmitancji'* #; — transmitancja wierzchotka wi,

na wierzcholek w; moze by¢ rozumiana jako obciazenie grafu, np. czas zmiany
stanu z wyna w (T, ) lub prawdopodobienstwo zmiany stanu z w; na w;(p;); czyli

T= {t} 0}; transmitancja okre§lona jest na skonczonym zbiorze U par uporzad-
kowanych <Wi, Wj> czyli U = {(w,,w/ >}, kazda taka parg uporzadkowana mozna

oznaczy¢ symbolem u; czyli u, = <wl.,w/.>; mozliwe s3 transmitancje #; odwrotne

do transmitancji #;, przy czym w og6lnym przypadku ¢; #¢; ,

Bw. Radzikowski, Matematyczne techniki zarzqdzania. PWE Warszawa 1980.

M. Trocki, B. Grucza, K. Ogonek, Zarzqdzanie projektami. Polskie Wydawnictwo Ekonomiczne.
Warszawa 2003.
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U, — zaleznoS$ci funkcyjne migdzy wierzchotkami w; oraz w; nazywane
sq tukiem, jezeli w; #w; , a jezeli w; = w; — petla pierwszego rzedu,

S — zbior par uporzadkowanych { u;;, uy, ug, u; }, nazywany petla dru-
giego rzgdu czyli cyklem.

W rozpatrywanym przypadku budowy oczyszczalni weztami grafu beda
zdarzenia — okreslajace osiagnigcie pewnego stanu oznaczone kolejnymi licz-
bami naturalnymi; zalezno$ci funkcyjne pomigdzy weztami, czyli tuki, oznaczo-
ne beda nazwami czynnos$ci; danymi opisujacymi obciazenie poszczegdlnych
hukéw sieci beda: prawdopodobienstwo wykonania czynno$ci oraz czas jej trwania.

W sktad przedsigwzigcia wchodza nastepujace czynnosci:

— opracowanie wariantu A, czynnos¢, ktorej prawdopodobienstwo realiza-
cji wynosi 45% (p; = 0,45), natomiast czas wykonania ocenia si¢ na § tygodni
(t,=8),

— opracowanie wariantu A moze wymagaé przeprowadzenia testow labo-
ratoryjnych, moze to si¢ zdarzy¢ z prawdopodobienstwem 20% (p, = 0,2)
a przewidywany czas wykonania tych testow wynosi 2 tygodnie (¢, = 2),

— z prawdopodobienstwem 80% (p; = 0,8) mozemy jednak przyjac, ze
przeprowadzenie testow laboratoryjnych nie bedzie konieczne i pozostanie tylko
koniecznos$¢ przeprowadzenia badan symulacyjnych warunki ekstremalne, czas
takich badan wynosi 4 tygodnie (t; = 4),

— wynik tych badan moze by¢ korzystny lub niekorzystny, z prawdopodo-
bienstwem wynoszacym 20% (p, = 0,2) wymagana bedzie korekta btedow kon-
strukcyjnych prototypowej oczyszczalni; czynno$¢ ta bedzie trwata 4 tygodnie
(ty=4),

— z prawdopodobienstwem 80% (ps = 0,8), ze prototypowa oczyszczalnia
sciekow zostanie poddana ostatecznej ocenie 1 wybdr wariantu A bedzie rozwa-
zony wraz z innymi wariantami, czas trwania tej czynnos$ci wynosi 1 tydzien
(ts=1),

— drugim alternatywnym sposobem budowy oczyszczalni jest mozliwosé¢
skorzystania z gotowych rozwigzan poddanych adaptacji; przyjecie tego rozwia-
zania jest jednak mniej prawdopodobne; (ps = 0,25) natomiast czas wykonania
takiej adaptacji jest krotszy i wynosi 2 tygodnie (¢5 = 2),

— opracowanie przyjete w wariancie B moze zosta¢ poddane testowaniu
laboratoryjnym z prawdopodobienstwem 40% (p;= 0,4), a czas takiego badania
laboratoryjnego wynosi 2 tygodnie (z; = 2),

— z prawdopodobiefistwem rownym 60% (ps = 0,6) mozna zatozy¢, ze ba-
dania laboratoryjne nie begda konieczne, a pozostana testy wykonane w warun-
kach eksploatacyjnych; przewidywany czas takich badan wynosi 4 tygodnie
(ts=4),

— w wyniku przeprowadzonych badan nad adaptowana oczyszczalnia $cie-
kéw moze wystapic¢ konieczno$¢ korekty rozwiazan adaptacyjnych z prawdopo-
dobienstwem 10% (po = 0,1) 1 zajmie to 3 tygodnie (zo= 3),
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— albo tez, z prawdopodobienstwem 90% (p;o = 0,9) nastapi pozytywna
ocena wariantu B i jego wybor; procedura ta bedzie trwac 1 tydzien (¢,p=1),

— zakup gotowej oczyszczalni $ciekéw od wyspecjalizowanego dostawcy,
zZ gwarantowanym stopniem oczyszczania — jako alternatywa do dwoch po-
przednich rozwiazan jest mozliwy z prawdopodobienstwem 30% (p;; = 0,3)
a procedura zakupu trwaé 5 tygodni (¢,, = 5),

— po dokonaniu przez rade gminy ostatecznego wyboru jednego z trzech
wariantow nastapi budowa oczyszczalni $ciekow: czyli ta czynnos$¢ jest pewna
(p:2 = 1) arealizacja jej bedzie trwata 8 tygodni (¢,, = §).

Opisang sytuacje przedstawia rysunek 75.

=02 b =4

p=02 =2 ﬁ

3

N
D0:=0.25 rgl

D=3 ;=5

Rysunek 75. Graf GERT budowy oczyszczalni $ciekow
z danymi liczbowymi charakteryzujacymi obciazenia poszczeg6lnych lukow

7.1.2.3. Redukowanie sieci stochastycznej

Etap redukowania sieci stochastycznej polega na upraszczaniu sieci r6z-
nymi metodami, az do wyznaczenia mniej skomplikowane]j sieci zastgpczej,
ktora jednoznacznie opisuje sie¢ oryginalna.

W przypadku techniki GERT, w celu przeprowadzenia analizy sieci sto-
chastycznych, dokonuje si¢ wielu kolejnych uproszczen ich struktury. Prowadza
one do prostych, elementarnych potaczen czynnosci, ktorych przeliczenie nie
sprawia trudnosci. Kolejne redukcje sieci polegaja na stopniowym zast¢gpowaniu
tukow, rownoleglych, rozgalezien i petli tukami zastgpczymi. Po przeprowadze-
niu odpowiedniej liczby etapow redukcji mozna otrzymac sie¢ zredukowana do
postaci elementarnej lub nawet do pojedynczej czynnosci.
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W dalszych rozwazaniach nalezy przyjac¢, ze kazdy tuk sieci jest opisany
przez dwuwymiarowy wektor /p; t;/, gdzie: p, jest prawdopodobienstwem reali-
zacji tuku i, pod warunkiem, ze wezet, z ktoérego on wychodzi, zostatl zrealizo-
wany, za$ ¢t oznacza czas trwania czynnosci odpowiadajacej tukowi i. Czasy
trwania czynnosci s wielko$ciami deterministycznymi.

Ponizej przedstawiono kilka charakterystycznych przypadkow redukcji
fragmentow sieci zalezno$ci GERT, z uwzglednieniem elementow algebry gra-
fow:

Redukcja czynnosci szeregowych
Uktad czynnosci przed redukcja Uktad czynnosci po redukcji

> ()2 ot

W przypadku redukcji czynnos$ci szeregowych dwie czynnosci i oraz j;
mozna zastapi¢ jednym tukiem s o parametrach:

P, =Pp.D, (51)

(prawdopodobienstwo transmitancji wezta 2 na wezet 3 oblicza sig, wykorzy-
stujac prawo iloczynu prawdopodobienstw)

=1+t (52)

(czas oczekiwany transmitancji wezta 2 na wezet 3, czyli oczekiwany czas wy-
stapienia zdarzenia dla zredukowanego ciagu czynnosci).

Realizacja wezta pozostaje w bezposrednim zwiazku z prawdopodobien-
stwem czynnosci skierowanej do tego wezta. Prawdopodobienstwo wezta wyni-
ka z prawdopodobienstwa czynnosci. Od wezta wychodza czynnosci, ktore sa
pojmowane jako alternatywy z okres§lonym prawdopodobienstwem wystapienia.
Podobnie jest z warto§ciami czaséw trwania ¢ odnoszacymi si¢ do czynno$ci
1 oznaczajacymi oczekiwana warto$¢ terminu wystapienia zdarzenia, na ktore sa
skierowane czynnosci z odpowiednimi prawdopodobienstwami.

Redukcja dwoch ukéw rownolegtych
sytuacja pierwsza — potaczenia wedtug typu — ,.1,,

Uktad czynnosci przed redukcja Uktad czynnosci po redukcji

D D 2 b

W tym przypadku dwie czynnosci i oraz j mozna zastapi¢ jednym lukiem
s o parametrach:

107



Grafy i sieci w technikach decyzyjnych...

Ps=DiDj (53)

Analogicznie jest w przypadku wystapienia n czynno$ci, gdy wszystkie

czynnosci wychodzace z wezta zdarzenia 1 s3 skierowane na zdarzenie 2, ze

wzgledu na deterministyczny typ wyjscia zdarzenia 1 prawdopodobienstwo wy-
stapienia wszystkich czynnosci jest jednakowe i wynosi:

Pi:P_/:PnZI (54)
ty= max{t,t;} (55)

Gdy kilka czynno$ci przebiega jednoczesnie i wszystkie musza by¢ zreali-
zowane, aby spetni¢ cel, tzn. zrealizowac zdarzenie, oczekiwana wartos$¢ czasu
wystapienia tego zdarzenia bedzie okreslona przez czynnos¢ o najdtuzszym cza-
sie.

Redukcja dwoch ukéw réwnolegtych
sytuacja druga — potaczenia wedtug typu — ,.i,,
Uktad czynnosci przed redukcja Uktad czynnosci po redukeji

P> p——<

W przypadku redukcji tukéw réwnoleglych — sytuacja druga — dwie czyn-
no$ci i oraz j mozna zastapic¢ jednym tukiem s o parametrach:

Ps :pipj (56)

Gdy wszystkie czynnosci wychodzace z wezta 1 sa skierowane na wezet 2,
ze wzgledu na deterministyczny typ wyjscia zdarzenia 1, prawdopodobienstwo
wystapienia wszystkich czynnosci jest jednakowe i wynosi:

pPi=pi=pn=1 (57)

ty = min{t, t;} (58)

W sytuacji, gdy kilka czynno$ci przebiega jednoczesnie, to dowolna jedna
zrealizowana spelnia cel, tzn. realizacj¢ zdarzenia. Oczekiwana warto$¢ czasu

(termin) wystapienia tego zdarzenia bedzie okreslona przez czynnos¢ o najkrot-
szym czasie.

Redukcja dwoch ukéw réwnolegtych

sytuacja trzecia — polaczenia wedhug typu — ,,lub,,
Uktad czynnosci przed redukcja Uktad czynnosci po redukcji

Al Py b
[><loo <] > <

W przypadku redukcji tukow rownoleglych — sytuacja trzecia — czynnosci
i oraz j mozna zastapi¢ jednym tukiem s o parametrach:
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t+pit.
(= (60)
pitp,;

Wszystkie czynnoséci wychodzace z wezta 1 sa od siebie niezalezne.

W przypadku wystapienia n czynnos$ci rownolegtych, kiedy nie wszystkie
czynnos$ci wychodzace z wezta zdarzenia 1 sa skierowane na zdarzenie 2, mozna
otrzymac nastgpujace wzory ogolne:

p=1-T1-p) (61

powyzsza formuta oznacza prawdopodobienstwo, ze zostanie zrealizowana co
najmniej jedna z czynnosci, jest to wigc prawdopodobienstwo wystapienia zda-
rzenia 2, natomiast warto$¢ oczekiwana terminu wystapienia zdarzenia 2 mozna
zapisa¢ nastgpujaco:

=Y ]10-p.) (©2)

Redukcja dwoch tukow rownoleglych
sytuacja czwarta — potaczenia wedtug typu — ,,albo,,
Uktad czynnosci przed redukcja Uktad czynnosci po redukcji

L

&
Di‘ r&'
5 |@

W przypadku redukcji tukéw rownolegltych — sytuacja czwarta — czynnosci
i oraz j mozna zastapi¢ jednym tukiem s o parametrach:

P, =D tp; (63)

l,=pli+pi; (64)

Redukcja rozgalezienia
Uktad czynnosci przed redukcja Uktad czynnosci po redukcji

M
> g
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Uktad o redukcji charakteryzuje si¢ nastgpujacymi parametrami:

Pa=PiP;» Ps2 = PPy (65)
I, =Z‘ﬁ+tj, t, =t +1, (66)
Redukcja samosprzezenia
Uktad czynnosci przed redukcja Uktad czynnosci po redukeji
o b
Py b
iy i

Podjgcie niewlasciwych krokow dziatania, ktdére w swoich zamierzeniach
maja doprowadzi¢ do zatozonych celow, zdarza si¢ bardzo czgsto w trakcie
realizacji, szczegodlnie przedsigwzig¢ o bardzo skomplikowanej strukturze.
W takiej sytuacji wykonane czynno$ci nie doprowadza do oczekiwanego stanu
i nalezy wowczas czynnosci powtorzy¢. Powtarzanie si¢ czynnosci nabiera
szczegolnego znaczenia w sytuacjach wystgpowania czynnosci z okreslonym
prawdopodobienstwem i z mozliwo$cia wyboru sposrod alternatyw najwlasciw-
szych rozwiazan. W sieci GERT ilustracja omowionego problemu jest tzw. p¢tla
(samosprzezenia).

Uktad zredukowany charakteryzuje si¢ nastgpujacymi parametrami:

Dj
P, = (67)
1-p,
t
(=t +-L0 (68)
1- P,
Redukcja sprzgzenia zwrotnego
Uktad czynnosci przed redukcja Uktad zredukowany z pegtla
Dy b O1, bt

Uktad zredukowany bez petli

Dez, bz @

Oprocz samosprzezenia w przedsigwzigciach zlozonej strukturze moze
doj$¢ do sprzezenia zwrotnego, czyli sytuacji cofnigcia si¢ do zdarzenia oddalo-
nego o wigcej niz jedna czynno$¢. Moze to nastapi¢ w zwiazku z konieczno$cia
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powtorzenia catego ciagu czynnosci. W sieci GERT taka sytuacjg ilustruje
sprzezenie zwrotne. Dla fragmentu sieci zawierajacego sprzgzenie zwrotne moz-
na przeprowadzi¢ redukcje, w wyniku ktorej otrzymuje si¢ uktad zastepczy bez
sprzgzenia zwrotnego. Uklad zredukowany z petla charakteryzuje sig nastgpuja-
cymi parametrami:

Pa = PPy (69)
Oczekiwana wartos¢ czasu dla uproszczonej struktury przyjmie postac:

t,=t +t, (70)

Jezeli wyjsciowy uktad czynnosci z petla bedziemy chcieli zredukowac do
jednego tuku zastgpczego 1-3, to bedzie on miat posta¢ okreslona parametrami:

pbip;
Po=——— (71)
1- PPy
fy =1 +1,+ pp(t+1) (72)
1- PPy

Praktyczne zastosowanie powyzszych regut redukcji jest dos$¢ uciazliwe
i wymaga duzej wprawy oraz wielu skomplikowanych obliczen.

Powr6¢émy do rozpatrywanego projektu budowy oczyszczalni $ciekow,
przedstawionego ponownie w postaci schematu obliczeniowego (rys. 63).

Py s

Py b

brr by

Rysunek 76. Sie¢ stochastyczna budowy oczyszczalni Sciekdow przed redukeja
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Upraszczanie sieci nalezy rozpocza¢ od zredukowania pgtli wokot wezta 2
(korzystajac ze wzorow (6.1) i (6.2), a takze zastapienia dwoch tukéw rownole-
gtych migdzy weztami 4 i 5 jednym tukiem. Po tej operacji tuk migdzy weztami
2 i 3 bedzie charakteryzowat si¢ nastgpujacymi parametrami:

t
lg=0hL+ Pao

1-p,

Przy redukcji tukéw rownoleglych migdzy weztami 4 1 5 mozna skorzystac
ze wzordw (6.9) 1 (6.10); otrzyma si¢ wowczas tuk zastgpczy o parametrach:

Py = P71+ Dy
;o= Pty + Pl
s2
P7; + Dy

W wyniku przeprowadzonych uproszczen powstanie sie¢ zredukowana
przedstawiona na rysunku 77.

2yl

C Pz b j

A%
e by

Pg %Q@ D

z Pro big
| ¢ \/
Doz oz

Piz bz
KO- ¢

Rysunek 77. Sie¢ stochastyczna GERT po redukcji petli
wokot wezta 2 1 dwoch tukéw réwnolegtych 4-5

Aby zachowa¢ strukture logiczna sieci po dokonanych uproszczeniach,
nalezy sprawdzi¢ poprawno$¢ stochastyczna wejs¢ 1 wyjs¢ z weztow zdarzen
oraz wprowadzi¢ ewentualne poprawki. W omawianym przyktadzie w wyniku
redukcji petli i tukéow rownoleglych powstaty tuki zastepcze, ktore zmienity
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relacje logiczne migdzy weztami 2-3 i 4-5. Maja one obecnie charakter deter-
ministyczny, brak jest bowiem czynnosci alternatywnych dla nowo powstatych.
Poprawiony schemat sieci uwzgledniajacy te uwagi ilustruje rysunek 78.

Pyl

3

Rysunek 78. Uproszczona sie¢ GERT po weryfikacji zaleznosci logicznych wejs¢ 1 wyjs$é
weztow 2-3 1 4-5

Petle wokot wezta 2 mozna zredukowaé, korzystajac ze wzorow (68)
1(69).

Kolejnym krokiem upraszczajacym sie¢ bgdzie redukcja sprzgzenia zwrot-
nego migdzy weztami 2-3 i 4-5. Operacji tej mozna dokona¢, uzyskujac uktad
zredukowany z petla i nastgpnie uprosci¢ go dalej az do uzyskania jednego tuku
zastgpczego. Nalezy zatem zastosowaé wzory (71) oraz (72) i dalej (68) oraz
(69). Znajac te zaleznosci, mozna uzy¢ formuty (71) oraz (72) i od razu otrzy-
mac¢ uktad zredukowany do jednej czynnosci.

Luk zastepujacy sprzezenie zwrotne 2—3 uzyska zatem postac:

ps1p5
p,=—
l_pslp4
[, +1
t,=1, +IS+M‘
l_px1p4

Natomiast tuk zastepujacy sprzgzenie zwrotne 4—5 przyjmie postac:

p‘ﬂ — pvzpm

l_p.cng

p:2p9(z:2 + t9)

ts4 = t:Z + th +
1_p52p9
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Zredukowana w ten sposob siec GERT przedstawia rysunek 79.

Rysunek 79. Kolejna redukcja sieci GERT po uproszczeniu sprz¢zen zwrotnych weztow 23 145

Podobnie jak po pierwszej redukcji, aby zachowac poprawna strukture
logiczna sieci zmieniona po dokonanych ostatnio uproszczeniach, nalezy po-
nownie sprawdzi¢ poprawno$¢ stochastyczna wejsc i wyj$¢ wezlow. Po uprosz-
czeniu sprzgzen zwrotnych, a takze wynikajacych z tego likwidacji weztow 31 5
zmieni si¢ struktura logiczna wej$¢ oraz wyjs¢ weztow 2 i 4. Maja one teraz
charakter deterministyczny — znajduja si¢ bowiem na $ciezce czynnosSci szere-
gowych. Poprawiony schemat sieci ilustruje rysunek 80.

Rysunek 80. Zredukowana sie¢ GERT po weryfikacji zaleznosci logicznych wejs¢ i wyjsé
weztow 214

Dalszym krokiem w upraszczaniu struktury sieciowej projektu bedzie re-
dukcja tukéw szeregowych prowadzaca do likwidacji weztow 2 i 4. W tym celu
mozna zastosowa¢ wzory (51) i (52). Parametry zredukowanego w tym kroku
postepowania przyjma postaé:

Ps=DPDy P =DPePiy>
th = tl +tv3’ txﬁ = tﬁ +tv4'

Uproszczony schemat sieci po tym zabiegu przedstawia rysunek 81.

e fos

m Pz bz
1 6 7
Dy by

Rysunek 81. Sie¢ GERT po redukcji tukéw szeregowych oraz likwidacji weztow 2 i 4
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Nalezy oczywiscie sprawdzi¢, czy zredukowana sie¢ zachowuje poprawne
powiazania logiczne i logiczna strukture sieci. W tym przypadku sie¢ nie wyma-
ga dodatkowych poprawek. Mozliwe jest dalsze upraszczanie tej sieci poprzez
redukcje trzech powstatych réwnolegltych tukéw (1-2-6), (1-4-6), (1-6). Wezly
te polaczone sa wedtug typu alternatywy roztacznej. W tym celu zostang zasto-
sowane formuly (6.13) i (6.14). Redukcje te przedstawia rysunek 82.

ps7 = pS5 +ps6+pll
ts7 = pSStSS + ps6ts6 + plltll

1 Py br |/5\ iz 2
I~ 4

Rysunek 82. Sie¢ przedsigwzigcia po redukeji tukow réwnoleglych dochodzacych do wezta 6

Poniewaz wezet 6 po redukcji znajduje si¢ w ciagu czynnosci szeregowych
i przyjmuje posta¢ zdarzenia deterministycznego. Sytuacje t¢ ilustruje rysunek 8§3.

Per L Prz 4
b 7 g7 f;i\ 1z iz ﬂ

Rysunek 83. Zredukowana sie¢ GERT z weztem 6 o charakterze deterministycznym

Ostatnim uproszczeniem, jakie moze by¢ przeprowadzone w tak zreduko-
wanej sieci stochastycznej GERT, jest redukcja tukéw szeregowych (1-6) 1 (6-7)
i likwidacja wezta 6. Do obliczen sieci po tej redukcji zostana zastosowane wzo-
ry (50) i (51). Zredukowana do jednego tuku sie¢ GERT bedzie charakteryzo-
wala sig nastgpujacymi obciazeniami:

Pss= Ps7P12
lig =l 1,
Ilustracje sieci GERT po tej redukcji przedstawia rysunek 84.

e be

Rysunek 84. Sie¢ stochastyczna GERT budowy oczyszczalni §ciekéw zredukowana
do jednego tuku
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W celu uwzglednienia logiki sieci stochastycznej, zredukowana do jedne-
go tuku sie¢ mozna przedstawi¢ jako jeden tuk miedzy weztami 1 1 7, a zatem
miedzy zdarzeniem poczatkowym i koncowym. Struktura logiczna takiej sieci
wymaga, aby zdarzenie poczatkowe i koncowe miaty deterministyczny typ wej-
$cia 1 wyjScia.

Obrazuje to rysunek 85.

Drg bog

Rysunek 85. Ostateczna sie¢ zastgpcza GERT dla przedsigwzigcia budowy oczyszczalni Sciekow

Obciazenia tej sieci przedstawiaja si¢ nastgpujaco:
Dy = PP Ly =1yt )

W wyniku zastosowanych uproszczen sieci wyjsciowej podanej na rysun-
ku 47, otrzymano sie¢ zastepcza. Ostatnim etapem jest okreslenie czasu i praw-
dopodobienstwa realizacji przedsigwzigcia opisanego siecig zastepcza na pod-
stawie przyjetych zatozen. Warto$¢ czasu oczekiwanego i prawdopodobienstwo
wyznacza si¢, opierajac si¢ na danych wyjsciowych, wykorzystujac wzory
uproszczonych struktur przedsigwzigcia oraz obciazen poszczegdlnych tukow.

Stosujac wyjsciowe obciazenia sieci GERT, jak na rysunku 75, wyznaczo-
ne zostaly obciazenia tukow zastgpczych p_, ¢, na n — tym etapie redukcji. Wy-

znaczone wartosci koncowe p ¢, wyrazaja prawdopodobienstwo i termin re-

58
alizacji przedsigwzigcia.

Ponizej, w tabeli zestawiono wartos$ci parametréw obciazenia wyjsciowe
prawdopodobienstwa i czas6w trwania czynnosci w sieci oraz prawdopodobien-
stwa i czasy obciazen zastepczych. Do wyznaczenia wartosci obciazen zastgp-
czych wykorzystano przedstawione wyzej formuty.

Na podstawie przyjetych w obciazeniach wyjsciowych prawdopodo-
bienstw realizacji czynnos$ci i ich czasow trwania mozemy przyjaé, ze przed-
sigwziecie budowy oczyszczalni sciekow bedzie zrealizowane w czasie oczeki-
wanym, wynoszacym 11,25 tygodnia. W przypadku negatywnej oceny
uzyskanego wyniku nalezy powroci¢ do rozwazenia mozliwo$ci skonstruowania
nowej sieci stochastycznej z innymi obcigzeniami lukéw poprzez inny dobor
parametrow opisujacych czynnosci. Otrzymany wynik dotyczy budowy oczysz-
czalni $§ciekow wedtug wariantu A (najwigksze prawdopodobienstwo realizacji).
Zmieniajac wartosci prawdopodobienstw pozostatych wariantow, mozna, obli-
czajac siec ponownie sprawdzi¢, czy uzyskamy bardziej interesujace nas terminy.
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Tabela 18. Obciazenia wyjsciowe sieci GERT i obliczenia obciazen zastgpczych

Obciazenia wyjsciowe sieci GERT Obciazenia zastgpcze
pi Py Lon

p, =045 t,=8 P, =025 ta =25
p, =02 t,=2 pa=1 to=3.2
p; =02 t,=2 ps =021 tg =139
p, =02 t, =4 pu=1 tu=7
ps=08 t,=1 pss = 0,09 ts=3.89
P, =025 t,=2 P =025 t=9

p, =04 t,=2 po=1 ty=3.5
Py =06 t,=4 pss=1 te= 11,25
Py =0.1 t,=3

P =09 t,=1

P, =09 =1

P =1 t,=8
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8. MINIMALNE DRZEWO ROZPINAJACE

Jednym z istotnych technik programowania sieciowego, o szczegdlnym
znaczeniu w informatyce do porzadkowania danych stuzy drzewo rozpinajace
grafu (sanning tree). Znaczenie praktyczne w technikach zarzadzania ma roéw-
niez pojecie minimalnego drzewa rozpinajacego. W tej czgsci podrecznika zo-
stanie zaprezentowany algorytm poszukiwania minimalnego drzewa rozpinaja-
cego grafu oraz jego praktyczna implementacja w technikach zarzadzania.
Podobnie, jak poszukiwanie najkrétszej drogi miedzy dwoma dowolnie wybra-
nymi wierzchotkami w sieci, minimalne drzewo rozpinajace ma zastosowanie
w zagadnieniach zwiazanych z optymalizacja systemow transportowych oraz
zagadnien logistycznych zwiazanych z przesytem informacji przez sieciowe
systemy komputerowe.

Drzewo rozpinajqce w grafie, to taki zbior wierzchotkéw i krawedzi grafu,
ze dowolne dwa wierzchotki grafu mozna polaczy¢ za pomoca krawedzi naleza-
cych do tego zbioru. Minimalne drzewo rozpinajace, to drzewo wybrane sposrod
wszystkich istniejacych drzew rozpinajacych, dla ktorego taczna dlugos¢ krawe-
dzi jest najmniejsza.

Inaczej ujmujac drzewo rozpinajace grafu, to jest drzewo, ktore zwiera
wszystkie wierzcholki grafu, za$ zbior krawedzi drzewa jest podzbiorem zbioru
krawedzi grafu.

Jezeli zalozymy, ze graf zwyktly definiuje dwojka G = (V,E): gdzie V jest
niepustym zbiorem wierzchotkow grafu, a E jest zbiorem jego krawedzi, to
drzewo rozpinajace grafu jest definiowane przez dwojke G* = (V,E*); gdzie E*
jest podzbiorem utworzonym na zbiorze wszystkich krawedzi w grafie E*C E.

Minimalne drzewo rozpinajgce (minimal spanning tree) tworzy si¢ na gra-
fach wazonych. Jak juz wspomniano grafami wazonymi nazywamy grafy,
w ktorych kazdej krawedzi przypisana jest pewna waga (etykieta). Jesli dany jest
graf wazony G(V,E,w); gdzie w — jest funkcja przypisujaca krawedzi e¢; wage
(liczbg rzeczywista).

Minimalnym drzewem rozpinajacym nazywaé bgdziemy drzewo rozpina-
jace grafu, dla ktérego suma wag jest najmniejsza z mozliwych:

G (V.E)=Y we.

Istnieja dwa bardzo szybkie algorytmy wyznaczania minimalnego drzewa
rozpinajacego grafu, sa to algorytm Kruskala i algorytm Prima oraz ich prak-
tyczne potaczenie, algorytm Sollina.
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Algorytm Kruskala oparty na metodzie zachtannej (greedy algorithms)"”
polega na taczeniu wielu poddrzew w jedno, za pomoca krawedzi o najmnie;j-
szej wadze. W rezultacie powstale drzewo bedzie minimalne. Przed przystapie-
niem do tworzenia drzewa nalezy posortowac wszystkie krawedzie w porzadku
niemalejacym, a potem przystapi¢ do tworzenia drzewa. Proces ten nazywa sig
rozrastaniem lasu drzew. Wybieramy krawgdzie o najmniejszej wadze i jesli
wybrana krawedz nalezy do dwoch roznych drzew nalezy je scali¢ (doda¢ do
lasu) — pod warunkiem, ze nie narusza definicji drzewa rozpinajacego zabrania-
jacej utworzenia cyklu. Krawedzie wybieramy tak dlugo, az wszystkie wierz-
chotki beda nalezaty do jednego drzewa.

Budowe minimalnego drzewa rozpinajacego, wedlug algorytmu Prima,
zaczynamy od dowolnego wierzchotka grafu. Dodajemy wierzchotek do drzewa,
a wszystkie krawedzie wychodzace z niego (incydentne) umieszczamy na po-
sortowanej wedlug wag liScie. Nastepnie zdejmujemy z listy pierwsza krawedz
(o najmniejszej wadze). Sprawdzamy, czy drugi wierzchotek tej krawedzi nalezy
juz do tworzonego drzewa. Jezeli tak, to porzucamy krawedz (oba jej wierzchot-
ki naleza do drzewa) i pobieramy z listy krawedz nastgpna. Jezeli jednak wierz-
chotka nie ma w drzewie, to nalezy doda¢ krawedz do drzewa, by wierzchotek
ten znalazt si¢ w drzewie rozpinajacym. Nastgpnie dodajemy do posortowanej
listy wszystkie krawedzie incydentne z dodanym wierzchotkiem i pobieramy
z niej kolejny element. Postgpujemy tak dtugo, az wszystkie wierzchotki grafu
znajda si¢ w drzewie rozpinajacym.

Wymienione algorytmy nie wykazuja istotnych réznic migdzy soba, sa
wlasciwie szablonami postgpowania zmierzajacego do konstrukcji minimalnego
drzewa rozpinajacego.

Praktyczne zastosowanie zagadnienia minimalnego drzewa rozpinajacego
do planowania sieci swiattowodowej ilustruje przyklad grafu, ktéry wykorzy-
stywany byt juz do wyznaczania minimalnej drogi w grafie. W zadaniu, ktore
mamy rozwiaza¢, zlokalizowana centralnie mleczarnia postanowila polaczy¢
swoja centrale i wszystkie lokalne zlewnie mleka w sie¢ $wiattowodowa do
przesytu droga elektroniczna wynikoéw pobranych probek mleka. Informacje te
sa potrzebne do szybkiego ustawienia parametrow produkcji, w zaleznosci od
uzyskanych wynikow. Koszty instalacji $wiattowodu sa wysokie i dlatego do-
puszcza si¢ mozliwo$¢ bezposredniego potaczenia niektorych lokalnych zlewni
mleka z centrala, natomiast pozostate zlewnie podlacza si¢ za posrednictwem
zlewni juz podtaczonych. Techniczne mozliwosci przeprowadzenia $wiattowo-
déw uwarunkowane sa istniejaca siecia drog, wzdtuz ktorych prowadzony be-
dzie przewod. Sie¢ drog lokalnych utworzyta znany juz graf (rys. 76 ).

15 Idea algorytméw zachtannych (greedy algorithms) polega na tym ze, dokonujac wyboru, wybiera si¢
zawsze rozwigzanie lokalnie optymalne, tzn. takie, ktore w danym momencie dziatania algorytmu jest najlep-
sze.
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Rysunek 86. Sie¢ mozliwych potaczen do konstrukeji drzewa rozpinajacego

Algorytm wyboru minimalnej drogi oparty w swojej konstrukeji na idei
algorytmow Kluskala i Prima przedstawia si¢ nastgpujaco:

Sposrod wszystkich wierzchotkéw grafu, ktéorego minimalnego drzewa
rozpinajacego poszukujemy, wybieramy dowolny wierzchotek i laczymy go
z wierzchotkiem polozonym najblizej. W skonstruowanym juz drzewie mamy
dwa wierzchotki i taczaca je krawedz. Wierzcholki te nazywamy wierzchotkami
potaczonymi, pozostate za§ tworza zbidr wierzchotkdéw niepotaczonych. Identy-
fikujemy najblizszy zbiorowi wierzchotkow potaczonych wierzcholek niepota-
czony i dotaczamy go do zbioru wierzchotkdéw potaczonych wraz z krawedzia,
ktoéra do tego wierzchotka prowadzi. Krok ten wykonujemy tak dlugo, az do
zbioru wierzchotkéw potaczonych dotaczymy wszystkie wierzchotki grafu.
W kazdym kroku iteracji dolaczamy do powstajacego drzewa rowniez te krawe-
dzie, ktore postuzyty do identyfikacji wierzchotkow.

Przesledzmy przebieg kolejnych iteracji dla sformutowanego juz zadania.
Graf wyjs$ciowy przedstawia rysunek 86.

Algorytm minimalnego drzewa rozpinajacego rozpoczynamy od dowol-
nego wierzchotka. W rozwazanym przykladzie naturalnym wydaje si¢ rozpocze-
cie poszukiwan poczatku drzewa od wierzchotka 1. W celu zidentyfikowania
nastgpnego, najblizszego mu wierzchotka, rozpatrujemy wszystkie wychodzace
z wierzcholka 1 krawedzie i wybieramy krawedz o najnizszej wadze. Ilustruje to
rysunek 87.
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Rysunek 87. Graf minimalnego drzewa rozpinajacego po pierwszej iteracji

Z wierzchotka 1 biora poczatek trzy krawegdzie (1-2), (1-5) i (1-6). Wagi
tych wierzchotkow wynosza odpowiednio 2, 8, i 6. Wybieramy krawedz o naj-
nizszej wadze czyli krawedz (1-2). Wierzchotek 2 nie nalezy jeszcze do zbioru
wierzchotkow polaczonych, wiec dotaczamy go do zbioru, a pierwsza krawedzia
poszukiwanego drzewa bedzie krawedz (1-2).

Ze zbioru wierzchotkdéw niepotaczonych, najblizszy tworzonemu drzewu
jest wierzchotek 2 bowiem, ze zbioru krawedzi (2-3), (2-5) i (2-7) krawedz
(2-3) na najnizsza wagg. Zatem wierzchotek 3 wlaczamy do zbioru wierzchot-
kéw potaczonych oraz krawedz (2-3) dopinamy do istniejacego drzewa. Ilustra-
cja tego kroku jest rysunek 88.

Rysunek 88. Graf minimalnego drzewa rozpinajacego po drugiej iteracji
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W nastgpnych iteracjach dotaczamy do zbioru wierzchotkow potaczonych
wierzchotki 3, 4, i 5 oraz taczace je krawedzie. Otrzymana w wyniku tych kro-
koéw sytuacje ilustruje rysunek 89.

Rysunek 89. Graf minimalnego drzewa rozpinajacego po dolaczeniu wierzchotkow 41 5

Ze zbioru wierzchotkow niepotaczonych 6, 7, 10, i 11 najblizsze utworzo-
nego juz drzewa sa wierzchotki 6, 7 oraz 10. Krawedzie, ktore tacza te wierz-
chotki z wierzchotkami potaczonymi maja rowne wagi, arbitralnie zatem wybie-
ramy wierzchotek 6 (wierzchotek o najnizszym numerze. Dotaczamy go do
grafu wraz z krawedzia (1-6).

Nastgpnym dolaczonym wierzchotkiem jest wierzcholek 7, ktory wraz
z krawedzia (6—7) tworza drzewo przedstawione na rysunku 90.

Rysunek 90. Graf minimalnego drzewa rozpinajacego z dotaczonymi wierzchotkami 6 1 7
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Zbior wierzchotkéw niepolaczonych stanowia wierzchotki 8, 9, 10 i 11.
Najblizej zbioru wierzchotkow potaczonych jest wierzchotek 10, poniewaz ta-
czaca ten wierzchotek z uzyskanym juz drzewem krawedz (5—10) ma najnizsza
wage sposrod krawedzi pozostalych. Zatem wierzchotek 10 i krawedz (5-10)
dotaczamy do poszukiwanego drzewa. Nastepnie dotaczane do zbioru wierz-
chotkéw potaczonych beda wierzchotki 9 i 11 oraz krawedzie, ktore je z drze-
wem spinaja. Ostatnim dolaczonym wierzchotkiem jest wierzcholek 8 oraz kra-
wedz (7-8), jako krawedz o nizszej wadze niz krawedz (9-8).

Uzyskane w wyniku postgpowania iteracyjnego minimalne drzewo rozpi-
najace dla grafu poczatkowego przedstawia rysunek 91.

Rysunek 91. Minimalne drzewo rozpinajace grafu prezentujacego mozliwa sie¢ potaczen
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9. ZAGADNIENIE NAJKROTSZEJ DROGI W GRAFIE

Zagadnienie najkrotszej drogi w grafie jest jednym z najprostszych, lecz
bardzo waznych zagadnien dotyczacych probleméw optymalizacyjnych na sie-
ciach. Problem ten mozna opisa¢ w nastgpujacy sposob: w sieci, ktorej kazdy
tuk ma okreslona dlugosé, nalezy znalez¢é najkrotsza droge migedzy dwoma do-
wolnymi weztami.

Rozwazmy sie¢ utworzona z analizy maksymalnego przeptywu w sieciach
(rozdz. 6, 2, 3). Przeprowadzona analiza wykazala, ze maksymalny przeptyw
przez sie¢ przedstawiona na rysunku 59 mozna uzyskaé, wykorzystujac cztery
sciezki pelne. Wezet 4 1 drogi przechodzace przez niego nie biora udziatu
w planie wyznaczania maksymalnego przeptywu. Jesli zatem z tego grafu wy-
eliminujemy wezet 4 1 wszystkie z nim zwiazane drogi oraz krawedz 3-5, ktora
réwniez nie jest wykorzystywana do maksymalnego przeptywu, uzyskamy graf,
ktory postuzy nam do poszukiwania najkrotszej drogi w sieci (rys. 92).

Wezet
oczgtkowy

Wezet
koncowy

Rysunek 92. Model poszukiwania najkrotszej drogi w sieci

Rozwazmy zatem sie¢ utworzong ze zbioru weztow, ktorych niektore pary
(w naszym przypadku wigkszo$¢) sa polaczone tukami zorientowanymi. Wezet 1
i wezel 9 sa wyroznione jako wezly poczatku i konca sieci. Problem polegaé
bedzie na znalezieniu najkrotszej drogi do wezta koncowego od co najmniej
jednego z pozostatych wezldw lub tez od wszystkich pozostatych weziow.
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Wielko$¢ c¢;, w tym przypadku, oznacza dlugos$¢ drogi, ktora zaczyna sig
w wezle i a konczy sig w wezle j.

W zastosowaniach tego modelu wielko$¢ c; moze by¢ wyrazona w innych
jednostkach niz jednostki odlegto$ci. Na przyktad, warto$¢ c¢; moze oznaczaé
koszt przebycia drogi od wezla i do wezta j i wtedy problem polega na znalezie-
niu najtanszej drogi. W innych sytuacjach warto$¢ c¢; moze reprezentowaé czas
potrzebny na przebycie drogi miedzy tymi we¢zlami i wtedy problem polega na
znalezieniu najszybszej drogi.

W tych zastosowaniach czgsto c;#c;; . Ponadto migdzy niektorymi weztami
moze nie by¢ polaczenia bezposredniego. Taki przypadek oznaczamy, przyjmu-
jac ¢; = oo W niektorych przypadkach zachodzi tzw. nieréwno$¢ trojkata
¢, <c, +c, 1nie jest ona spetniona dla wszystkich mozliwych warto$ci i, j oraz k.

Sie¢ tak, jak analizowana moze zawiera¢ drogi bedace cyklami. Oznacza
to, ze dla dwoch lub wigcej weztdw mozliwe jest znalezienie takiej laczacej je
drogi, ze poczatek drogi schodzi si¢ w tym samym wezle z koficem drogi. Na
rysunku 92 wystepuje wiele cykli, np. droga prowadzaca od wezta 6 przez wezty
3,215 z powrotem do wezta 6.

Rozwazmy zatem problem polegajacy na znalezieniu optymalnej drogi
prowadzacej do wezta koncowego od ustalonego wezla poczatkowego. W roz-
patrywanym przypadku ustalono, ze wezet poczatkowy jest weztem 9, a wezet
koncowy to wezet nr 1. Ta nienaturalna zmiana kolejnosci wejscia i wyjscia
wynika z przyjecia modelu najkrotszej drogi w grafie jako modelu réwnowaz-
nym zagadnieniom przydziatu'®. Na tej podstawie zostata skonstruowana tablica
przydziatu z zapasem buforowym B = 1 (tab. 15). Zagadnienie najkrétszej drogi
jest wige szczegdlnym przypadkiem problemu przydzialu, w ktorym wspotczyn-
niki funkcji celu ¢ = 0 wystgpuja ponizej glownej przekatnej tablicy.

Tabela 19. Tablica zagadnienia najkrotszej drogi

Do wezta wezet koncowy
Odwezta [ 9 [ 8 [ 7 [ 6 [ 5 [ 3 ] 2 1

(wezet poczat- 9 0 Cog Co7 1
kowy) 8 | cs9 0 Cg71 Css 1

7 C79 0 C1.6 1

6 Co7 0 Ce.5 Co3 1

5 Cs6 0 Csp 1

3 C36 0 C32 C3.1 1

2 Cs | €3 0 Cal 1

1 0 1

' Rozwazany model minimalnej drogi moze by¢ rozpatrywany jako klasyczne wieloeta-
powe zagadnienie transportowe, w ktorym jednostka towaru oferowana jest przez wezet 9 (nad-
awcg poczatkowego), a zamoOwiona przez wezetl 1 (odbiorca koncowego). Wszystkie pozostate
wezly traktowane sa jako punkty posrednie (H.M. Wagner, Badania operacyjne. PWE Warszawa
1980.
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Matematyczny model zagadnienia najkrotszej drogi jest nastgpujacy:

n n+l

FC=Y'3 ¢,x, - min (73)

i=l j=1
przy warunkach ograniczajacych :
1, dla k=p (punkt poczatkowy sieci)

Z Xy — Z xX; =4 0, dla wszystkich pozostatych k (74)
k.j ik
Wieei w sieci -1 dla k=r (punkt koncowy sieci)

x; 20, dla wszystkich (i,j) w sieci (75)

W tablicy wspoétczynnikéw warunkéw ograniczajacych modelu (1) — (3)
kazdemu weztowi odpowiada jeden wiersz, a kazdemu tukowi — jedna zmienna.
Dla przyktadu, jesli przyjmiemy k = p = 9, to z warunku ograniczajacych mamy:

Xog7 + Xog — X729 — Xgg =1  — wezel poczatkowy 9
natomiast, jesli przyjmiemy k = 5, to otrzymamy:
Xgs T X5y —Xg — X, =0 — wezel posredni 7.

Rozwiazywanie takiego modelu jest jednak bardzo pracochtonne. W pew-
nych okreslonych przypadkach uproszczeniem rozwiazan programowania linio-
wego moze by¢ zapisanie do niego funkcji dualnej i rozwiazywanie mniej
skomplikowanego uktadu rownan z maksymalizowana funkcja celu.

Ogolnie, jesli problem wyznaczania w sieci najkrétszej z drogi miedzy
wezlem poczatkowym p a wezlem koncowym r sprowadzimy do zagadnienia
programowania liniowego, a gtéwnie do jego postaci dualne;j:

Zatozymy, ze dana sie¢ zawiera szereg drog od wezta poczatkowego (p) do
wezta koncowego (r), a naszym zadaniem jest wybra¢ najkrotsza z nich. W na-
szym przypadku wezet poczatkowy, to wezet 9, a wezet koncowy, to wezet 1.
Sprowadzony do zadania dualnego problem programowania liniowego przed-
stawiony jest w formie tablicy technologicznej (tab. 20).

Niech zatem y; bedzie zmienna dualna zwiazang z weztem k. Problem du-
alny do zagadnienia programowania liniowego okreslonego tablica technolo-
giczna (tab. 20), w ogolnej postaci jest nastepujacy:

FC' =-y +y, — max (76)
przy warunkach ograniczajacych:
Y, =y, <c¢; - dlawszystkich lukdw (i) w sieci (77)

gdzie kazda zmienna y; moze przyjmowaé wartosci o dowolnym znaku.
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Tabela 20. Tablica technologicznego zagadnienia najkrotszej drogi w grafie

wielkosci przewozéw

Xog X97 [Xg9 Xg7 Xg5 |X78 X76 | Xe7 Xe5 Xe3 |Xs6 Xs5o | X36 X3 X371 | X3 Xy
9 |1 1 -1 =
8 | -1 1 1 1 -1 =
7 -1 -1 1 1 -1 =0
6 -1 |1 1 1 -1 -1 =0
5 -1 -1 1 1 =0
3 -1 1 1 1 -1 =0
) -2 -1 1 1 |=0
g1 -1 -1 |=-1
Cog  Co7 |Cg9 Cg7 Cgs |C78 C76 |C67 Cos Ce3 |Cs6 Cso |C36  C32 €31 [Co3 €

Rozpatrujac analizowany przez nas problem najkrotszej drogi w grafie
danym na rysunku 92, mozemy zapisac:

zmaksymalizowa¢ —y; + y,
przy warunkach ograniczajacych:

Yo—Ys < Cog Yo—y7 < Co7 Y8 — Yo = Cgg
Y8~ Y7 = Cgy Y8 —Ys = Cgs Y7 = Yo = Cqg
Y7 —Ys=Css Y7 — Y6 = C16 Y6 —¥7= Ce7
Y6 — Y5 = Ces Y6 — Y5 = Ces Y6 — ¥3=Ce3
Y5 — Y6 < Cs¢ Y5 —Y2<Cs2 Y3 — Y6 = C36
Yi—Y25Cx Y3 —Y1=C3 Y2—Y3< 3
Y2—V1=Cy

kazda zmienna y; moze przyjmowaé wartosci o dowolnym znaku.

Rozwiazanie powyzszego problemu dualnego uzyskano, korzystajac
z programu komputerowego. Wartos¢ funkcji celu wynosi FC = 19 przy warto-
sciach poszczegodlnych zmiennych dualnych y, wynoszacych:

yi=0, y2=6, y;=5, ys =10, Y6 =8, y7=13, ys=13, yo=19.

Dowod powyzszych modeli i sposob rozwiazania zagadnienia minimalnej
drogi w sieci z wykorzystaniem programowania liniowego, zaré6wno metoda
dualna, jak i prymarna mozna znalez¢ u H.M. Wagnera [1980].

Przedstawiona wyzej metoda wyznaczenia najkrotszej drogi w grafie doty-
czyla sieci, ktdre moga zawierac cykle i petle. Interesujacy sposob poszukiwania
minimalnej drogi w grafie acyklicznym zaprezentowal T. Trzaskalik [2003].
W tym celu, na podstawie schematycznej mapy gminy (rys. 57), sprzadzmy
jeszcze raz graf acykliczny (niezawierajacy cykli oraz petli) odwzorowujacy
istniejaca w gminie sie¢ drogowa. Sformutujmy zatem zadanie wyznaczenia
najkrétszej drogi w grafie nastepujaco:

W centrum gminy w miejscowosci Raciechowice zlokalizowany zostal za-
ktad przetwoérczy produktow mlecznych, zaopatrujacy si¢ w mleko od produ-
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centow z terenu calej gminy. Producenci mleka dostarczaja mleko zorganizowa-
nym transportem do lokalnych zlewni mleka potozonych w kazdej miejscowo-
$ci. Ze wzgledu na konieczno$¢ codziennego odbioru mleka z lokalnych zlewni
istotne staje si¢ zminimalizowane kosztow transportu. Temu celowi stuzy okre-
$lenie najkrotszych potaczen komunikacyjnych migdzy zakltadem mleczarskim
polozonym centralnie w gminie i na grafie reprezentowanym przez wierzcholek
1 oraz lokalnymi zlewniami mleka umieszczonymi w poszczegdlnych miejsco-
wosciach symbolizowanych wierzchotkami 2—11. Warto$¢ parametru opisujace-
go kazda z krawedzi to dtugo$¢ drogi miedzy weztami grafu, ktore taczy dana
krawedz (tuk). Nalezy znalez¢ najkrotsze drogi prowadzace z zaktadu mleczar-
skiego do kolejnych zlewni mleka.

Na rysunku 93 przedstawiono w formie grafu acyklicznego istniejaca sie¢
drog reprezentujaca krawedzie grafu a poszczegdlnymi miejscowosciami,
w ktorych znajduja sig zlewnie mleka reprezentowane przez tuki.

MIERZEN

GRUSZOW

KORNATKA

ZEROSEAWICE

POZNACHOWICE
POZNACHOWICE GORNE

Rysunek 93. Graf acykliczny istniejacej sieci komunikacyjnej

Na podstawie powyzszego przykladu zostanie przedstawiony algorytm po-
szukiwania najkrotszych drog w grafie zaproponowany przez T. Trzaskalika
[2003].

Algorytm ten sktada si¢ z dwoch faz. W fazie pierwszej nastgpuje cecho-
wanie wezldw przez nadanie im specjalnych etykiet; statych lub tymczasowych.
Etykiety te nadaje si¢ wedtug specjalnej procedury, pamigtajac o tym, ze kazda
z etykiet ma dwie sktadowe. Pierwsza z nich podaje dtugos¢ najkrotszej, znale-
zionej dotad drogi do danego wezta, druga sktadowa to numer wezla stanowia-
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cego poczatek ostatniego tuku nalezacego do tej najkrotszej drogi. W kolejnych
iteracjach etykiety tymczasowe moga by¢ zmieniane. Dzieje si¢ tak wowczas,
gdy znajdziemy droge krotsza od drogi znalezionej dotychczas. Jezeli mamy
pewnos¢, ze do danego wezta nie istnieje krotsza droga, to przyporzadkowujemy
mu etykiete stata. Po cechowaniu na state wszystkich weztow w grafie przecho-
dzimy do realizacji drugiej fazy algorytmu, w ktorej na podstawie drugich skta-
dowych etykiet odtwarzamy przebieg najkrotszych drog od wezta poczatkowego
do wszystkich pozostatych weztow.

Pierwsza faza algorytmu jest faza iteracyjna, ktorej kazdy krok zbliza nas
do rozwiazania koncowego. W iteracji pierwszej wezlem cechowanym na state
jest wezel, ktoremu przyporzadkowana zostaje etykieta stata [0,P] (pierwsza
sktadowa etykiety podaje odleglos¢ od wezta poprzedzajacego — czyli odleglos¢
od niego samego — rowna: 0; litera P wystgpujaca jako druga sktadowa wskazu-
je, ze jest to wezet poczatkowy). Identyfikujemy wszystkie tuki wychodzace
z wezha 1, a weztom konczacym te tuki przypisujemy etykiety tymczasowe.

W iteracji kolejnej i nastgpnych wybieramy sposrod weztdw juz ocecho-
wanych wezet, ktéry ma by¢ ocechowany na state. Jest to wezel, ktory ma naj-
mniejsza pierwsza sktadowa swojej etykiety tymczasowej. Nastgpnie identyfi-
kujemy wszystkie tuki wychodzace z tego wezta do weztow, ktére nie zostaty
jeszcze ocechowane na stale. Dla kazdego z nich sprawdzamy, czy droga do-
chodzaca z rozpatrywanego wezla jest krotsza od wyznaczonej do tej pory. Jesli
tak jest, to zmieniamy etykiet¢ tymczasowa zgodnie z podanymi zasadami,
w przeciwnym wypadku pozostawiamy etykiete tymczasowa bez zmian. Poste-
powanie to powtarzamy az do wyczerpania wszystkich mozliwosci (wszystkie
wezly zostaty oznaczone statymi etykietami).

W drugiej fazie algorytmu, w ktorej identyfikujemy tuki wchodzace
w sktad najkrotszych drog w grafie, rozpoczynajac identyfikacje od wezta 2. Do
tego celu shuzy druga skladowa etykiety statej. Identyfikujemy kolejne tuki po-
szukiwanej drogi tak dtugo, az osiagnigty zostanie wezet poczatkowy.

Ponizej przesledzimy przebieg kolejnych iteracji dla zadania sformutowa-
nego w przykladzie.

W iteracji pierwszej identyfikujemy tuki wychodzace z wezta poczatko-
wego 1, ktoremu nadano etykiete stata. Lukami tymi sa: 1-2, 1-5 i 1-6. Odle-
glosci od wezta poczatkowego sa rowne parametrom przypisanym tym tukom.
Poniewaz weztem poprzedzajacymi kazdy z tych wezlow jest wezet 1, otrzy-
mujemy nastgpujace etykiety:

dlawezta 2 — etykieta stata 2,1)
dlawegzta 5 — etykieta tymczasowa (4,1)
dlawgzta 6 — etykieta tymczasowa (8,1)
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Wybor wezta cechowanego na state po pierwszej iteracji przedstawia
rysunek 94.

Rysunek 94. Graf po pierwszej iteracji — wezet 2 cechowany etykieta statg

W iteracji drugiej — przegladajac skladowe etykiet tymczasowych,
stwierdzamy, ze we¢ztem cechowanym na state bgdzie wezet 2 (warto§¢ pierw-
szej sktadowej dla tego wezla jest najmniejsza).

Z wezta 2 prowadza dwie krawedzie: 2-3 1 2-7. Wezly te nie byly dotych-
czas cechowane wigc przypisujemy im tymczasowe etykiety, w ktorych pierw-
sze sktadowe sa rowne sumie najkrotszej drogi do wezta 2 (wynoszacej 2) i dhu-
gosci tukow 2-3 1 2-7. Etykiety dla wymienionych wezlow przedstawiaja si¢
nastepujaco:

dlawegzta 3 - etykieta stata 4,2)
dlawegzta 7 — etykieta tymczasowa (6,2)

Z dwoch, do tej pory nie ocechowanych, etykieta stala we¢zldw najmniej-
sza warto$¢ pierwszej sktadowej ma wezet 3 1 jemu zostata przypisana etykieta
stala.

Graf po tym kroku przedstawiono na rysunku 95.
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Rysunek 95. Graf po drugiej iteracji — ocechowany wezet 3 etykieta stata

W nastepnej, trzeciej iteracji z ocechowanego stalg etykieta wezta 3 wy-
rozniamy wychodzacy z niego jeden luk, ktory ma zakonczenie w wezle 4.
Przypisujemy zatem temu weztowi etykieta tymczasowa:

dlawezta 4 - etykieta (6,3).

Taka sama warto$¢ pierwszej sktadowej ma wezet 7. Jak wspomniano
wczesniej, w przypadku niejednoznacznosci etykiete stata przypisujemy wezlo-
wi 0 numerze mniejszym, zatem wezel 4 otrzymuje etykiete stata.

dlawegzta 4 — etykietastata (6,3).

Posta¢ grafu po trzeciej iteracji przedstawia rysunek 96.

Rysunek 96. Posta¢ grafu po trzeciej iteracji — wgzet 4 ocechowany etykieta stata
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W czwartej iteracji dokonujemy analizy pierwszych sktadowych etykiet
tymczasowych nie ocechowanych na stale:

wezel 5 — etykieta tymczasowa (8,1)
wezel 6 — etykieta tymczasowa (4,1)
wezet 7 — etykieta tymczasowa (6,2)

Poniewaz pierwsza sktadowa wegzla 6 jest mniejsza, zatem ten wezet zo-
staje ocechowany etykieta stata:

wezet 6 — etykietastala (4,1)

Z wezta tego wychodza dwa tuki, ktorych zakonczeniem sa wezly 7 1 8.
Wezet 8 nie ma jeszcze zadnej etykiety, wigc przypisujemy mu etykiete (12,6).
Wezel 7 natomiast ma juz przypisang etykietg tymczasowa (6,2), nowa etykieta
miataby swoja pierwsza sktadowa identyczna, zatem pozostawiamy t¢ etykiete,
przypisujac jej charakter staty:

wezet 8 — etykieta tymczasowa. (11,7)
wezel 7 — etykieta stata (6,2)

Graf po tej iteracji ma posta¢ dang na rysunku 97.

Rysunek 97. Posta¢ grafu po czwartej iteracji — ocechowane etykietami statymi wezty 617

W iteracji piatej przypisujemy nowa etykiet¢ weztowi 8 ocechowanemu
etykieta tymczasowa (12,6). Nowa etykieta ma nastepujace sktadowe (11,7) —
przypisujemy ja zatem we¢zlowi 8, jako lepsza od poprzednie;.
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Z dwoch oznaczonych etykietami tymczasowymi weztow 5 i 8 nizsza
warto$¢ pierwsze]j sktadowej ma wezel 5, zatem ten wezel zostaje ocechowany
etykieta stata:

wezet 8 — etykieta tymczasowa. (11,7)
wezel 5 - etykieta stata (7,2)

Iteracja szésta kontynuuje analize grafu w wezle 5. Z wezta tego wycho-
dza dwa tuki o zakonczeniu w wezle 10 i 11. Wezly te nie sa jeszcze wegztami
cechowanymi wigc przypisujemy im etykiety:

wezet 10 — etykieta tymczasowa. (11,7)
wezet 11 —  etykieta tymczasowa (7,2)

Z trzech ocechowanych etykietami tymczasowymi wierzchotkow &, 10,
i 11 dwa z nich maja najmniejsze pierwsze sktadowe, a z tych dwodch etykiete
stala przypiszemy weztowi 8, jako wezlowi o nizszym numerze w grafie.
Otrzymana sytuacje przedstawia rysunek 98.

Rysunek 98. Graf po szostej iteracji — na stale ocechowany wezet 8

W iteracji siodmej przypisujemy tymczasowa etykiete wezlowi 9 jako
konczacemu tuk 8-9. Etykieta tymczasowa dla tego wezta wyniesie (17,8).

Otrzymujemy trzy wezly ocechowane etykietami tymczasowymi (9, 10,
i 11). Najnizsza warto$¢ pierwszej sktadowej ma wezet 10 i1 jemu przyznajemy
etykiete stata.
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Sytuacje t¢ obrazuje rysunek 99.

Rysunek 99. Graf po siédme;j iteracji — etykieta stata zostal ocechowany wezet 10

Iteracja 6sma rozstrzyga problem najkrotszych drog w grafie, przypisujac
state etykiety weztom nastgpujaco:

wezet 9 —  etykietastata (13,10)
wezel 11 — etykietastata (13,10)

Graf po zakonczeniu pierwszej fazy algorytmu poszukiwania najkrétszych
drog przedstawia si¢ nastgpujaco (rys. 100).

Poniewaz wszystkie wierzcholki zostaty ocechowane na state, pierwsza fa-
za algorytmu zostata zakonczona. Druga faza polega na identyfikacji drog. Pro-
ces identyfikacji najkrotszych drog przedstawiony zostanie na jednym z mozli-
wych weztow. Przedstawiona zostanie przyktadowo konstrukcja drogi dla wezta
10. Duga sktadowa tego wezla wynosi 5, wskazuje to, ze ostatni odcinek kon-
struowanej drogi od wierzchotka 1 do wierzchotka 10 rozpoczyna si¢ w wezle
5. Ostatni odcinek tej drogi to tuk 5-10.

Z kolei najkrotsza droga do wezta 5 prowadzi z wezta 2 (druga sktadowa
etykiety statej wezta 5). Etykieta stata wezta 2 (druga sktadowa) wskazuje, ze
najkroétsza droga do tego wezta prowadzi od wezta 1.
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Rysunek 100. Graf po pierwszej fazie algorytmu poszukiwania najkrotszych drog

Najkrotsza, zatem droga od poczatku sieci (wezet 1) do wezta 10 prowa-
dzi przez wezty 21 5.
Pozostate najkrotsze drogi w grafie przedstawione zostaty w tabeli 21.

Tabela 21. Zestawienie najkrotszych drog w grafie

Wezet Najkrotsze drogi Odlegtosci
2 1-2 2
3 1-2-3 4
4 1-2-3-4 6
5 1-2-5 7
6 1-6 4
7 1-2-7 6
8 1-2-7-8 11
9 1-2-5-10-9 13
10 1-2-5-10 11
11 1-2-5-19-11 13
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10. DRZEWA DECYZYJNE

Podejmowanie jakichkolwiek decyzji zwiazane jest z pewnymi konse-
kwencjami w przyszlosci. Poniewaz zazwyczaj nie znamy przysztosci, wybor
trafnej decyzji, to znaczy tej, ktora przyniesie nam mozliwie najlepsze efekty,
jest trudne. Podejmowanie decyzji ma oczywiscie znaczenie zarOwno w zarza-
dzaniu przedsigbiorstwami, jak i w zyciu codziennym. Sam proces podejmowa-
nia decyzji powinien by¢ poprzedzony zebraniem dost¢pnych informacji, na
podstawie ktorych wybierzemy jedna optymalng z dostgpnych mozliwosci.

Przedstawione wczesniej metody wspomagania decyzji, z wykorzystaniem
programowania sieciowego, stanowia zespot klasycznych technik wykorzysty-
wanych w podejmowaniu optymalnych decyzji. Prezentowane metody oparte na
grafach i sieciach stanowia istotna cze$¢ badan operacyjnych (operations rese-
arch). Algorytmy i sposoby poszukiwania optymalnych parametrow decyzyj-
nych, jak wykazano wczesniej, w wigkszosci przypadkéw moga by¢ sprowadzo-
ne do klasycznych postaci zagadnien programowania liniowego (PL) 1 by¢
rozwiazywane z wykorzystaniem odpowiednich dla PL metod. Jednakze przed-
stawione algorytmy rozwigzywania probleméw decyzyjnych z wykorzystaniem
sieci 1 grafow sa bardziej efektywne, a przez to w praktyce stosowane niemal
wylacznie.

W tej czgscei podrecznika zostana zaprezentowane metody, nie zaliczane do
klasyki badan operacyjnych, a wspomagajace takie procesy decyzyjne, ktorych
struktura problemu decyzyjnego pozwala na ich graficzna prezentacj¢. Identyfi-
kacje problemu i schemat decyzyjny jest przedstawiany w formie grafu. Grafami
w tych przypadkach sa drzewa decyzyjne i drzewa produktu.

Drzewa decyzyjne konstruuje si¢ w przypadku etapowego podejmowania
decyzji, w celu graficznego zapisu analizy procesu podejmowania decyzji.
Struktura problemu decyzyjnego pozwala na wydzielanie pewnych etapow po-
dejmowania decyzji. Zbior mozliwych decyzji podejmowanych na okreslonym
etapie procesu decyzyjnego jest konfrontowany ze zbiorem stanéw warunkuja-
cych uzyskanie okreslonych korzysci wynikajacych z podjetej decyzji i stanu,
w jakim zachodzi jej realizacja. Drzewa decyzyjne znalazly szerokie zastosowa-
nie w teorii decyzji (decision-making theory) 1 w eksploracji danych (data mi-
ning), a takze w informatyce, w organizacji baz danych.

Drzewa produktu za$ stanowia graficzne prezentacje przebiegéw etapo-
wego procesu produkcji, w ktorym na kazdym etapie zgloszone jest okreslone
zapotrzebowanie na surowce, potprodukty i gotowe wyroby. Technika budowy
drzewa produktu, wraz z prognoza zapotrzebowania na wyrdb finalny, pozwala
na planowanie zuzycia materialow w procesie produkc;ji.
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10.1. STRUKTURA PROCESU DECYZYJNEGO
W WARUNKACH NIEPELNEJ INFORMACJI

Szczegdlowemu omoéwieniu procesow decyzyjnych poswiecono wiele
uwagi w literaturze specjalistycznej z zakresu teorii podejmowania decyzji. Za-
tozenia tego podrecznika koncentruja uwage gtownie na sposobach wykorzysta-
nia grafow i sieci w procesie podejmowania decyzji. Zatem elementy procesu
decyzyjnego omowimy tylko w takim zakresie, jaki jest konieczny do zrozu-
mienia idei zastosowania drzew decyzyjnych jako graficznych ilustracji ztozo-
nosci proceséw decyzyjnych podejmowanych w warunkach niepeinej informacji.

Logiczna typologia decyzji grupuje je na podstawie stopnia wiedzy decy-
denta o przysztych zdarzeniach, wptywajacych na wyniki mozliwych kierunkéw
dziatania, rozrozniajac:

— decyzje podejmowane w warunkach pewnosci,

— decyzje podejmowane w warunkach ryzyka,

— decyzje podejmowane w warunkach niepewnosci.

Pierwsza grupa decyzji podejmowanych w warunkach deterministycznych
(z wyjatkiem metody GETR) byla przedmiotem rozwazan przedstawianych
w poprzednich rozdziatach. Pozostate dwie grupy stanowia decyzje podejmowa-
ne w warunkach braku petnej wiedzy o przysztosci.

Podejmowanie decyzji w warunkach braku wiedzy o przysztosci wymaga
dokonania okres$lonej strukturalizacji problemu decyzyjnego, a mianowicie
sprowadzenia rzeczywistego problemu decyzyjnego do postaci umozliwiajacej
zastosowanie okre§lonych technik i metod decyzyjnych oraz kryteriow decyzyj-
nych. Strukturalno$¢ ta, w gruncie rzeczy wilasciwa dla kazdego problemu de-
cyzyjnego, sktada si¢ z pigciu podstawowych elementéw problemu decyzyjne-
go. Sa to:

— podmiot podejmujacy decyzje,

— zbiér kierunkow dzialania,

— zbidr stanow $wiata zewngtrznego,

— funkcja korzysci,

— ryzyko lub niepewno$¢ co do stanu §wiata zewngtrznego.

Podmiotem podejmujqcym decyzje moze by¢ osoba lub grupa osob
(w  konkretnym przypadku organ jednoosobowy lub organ kolegialny).
W praktyce jednak tylko nieliczne decyzje zostaja podjete przez jedna osobe,
z calkowitym pominigciem pogladéow innych osob. Nawet jezeli formalne pro-
cedury decyzyjne przyznaja prawo podjecia decyzji tylko jednej osobie, to na
0g061 poszukuje ona opinii, a wigc udzialu w procesie decydowania, innych oséb.
Podmiot podejmujacy decyzj¢ formutuje cele organizacji, analizuje zgromadzo-
ne informacje, wypracowuje i ocenia dostgpne kierunki dziatania, przyjmuje
kryterium (kryteria) decyzyjne itd., jest on wigc najwazniejszym elementem
w strukturze problemu decyzyjnego.
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Zbior kierunkow dziatania zgodnie z przyjetym rozumieniem decydowa-
nia musi si¢ sktada¢ z co najmniej dwu wykonalnych kierunkoéw dziatania. Jezeli
istnieje tylko jeden kierunek, to nie ma mozliwosci dokonania wyboru, a wigc
nie ma mozliwosci podjecia decyzji. W skrajnym przypadku moze to by¢ zbior
o nieskonczonej liczbie kierunkow dziatania, pomigdzy ktéorymi wybieramy.
Najprostszy przypadek decydowania z rozwazanego punktu widzenia to sytu-
acja, gdy wybieramy pomigdzy akceptacja pewnego kierunku dziatania lub jego
odrzuceniem (decyzja na fak lub na nie). Decyzja na nie teoretycznie oznacza
$wiadome odrzucenie kierunku sugerowanego przez decyzjg na fak i jest oparta
w idealnym przypadku na takiej samej ilosci informacji, jakiej wymaga decyzja
na fak. Inna, wazna cecha rozpatrywanego elementu struktury problemu decy-
zyjnego jest sama znajomos$¢ mozliwych kierunkow dziatania. Moze by¢ tak, ze
od poczatku doktadnie wiadomo, jakie kierunki dziatania wchodza w gre, a wigc
zbior kierunkow dzialania jest zamknigty. Moze jednak byc¢ tak, ze kierunki
dziatania musza by¢ specjalnie wypracowane dla danego problemu decyzyjnego
w zaleznosci od skutecznosci lub nieskutecznosci decyzji podjgte] wezesnie;.
Wybor dowolnego kierunku dziatania ze zbioru mozliwych do podjgcia decyzji
najczesciej nazywany jest wyborem strategii dziatania.

Zbior stanow Swiata zewnetrznego, zwany czgsto stanami natury, i nazy-
wa zdarzenia, ktére moga wystapi¢ w przysztosci i wptyna¢ na wyniki poszcze-
golnych strategii, a ktore nie sg w danym problemie decyzyjnym bezposrednio
ksztatltowane (kontrolowane) przez podmiot podejmujacy decyzje, tak jak
ksztaltowane sa kierunki dziatania. Innymi stowy, chodzi o zdarzenia, ktore
wystepuja niezaleznie od wybranej strategii dziatania i ujawniaja si¢ po wyborze
(i realizacji) ktorej§ z nich. Liczba stanow natury odpowiada liczbie stanow,
jaka moze przyja¢ dane zdarzenie. Jesli zalozymy, ze realizacja podjetej decyzji
moze napotka¢ warunki korzystne, niekorzystne lub oboj¢tne dla efektu uzyska-
nego z wybranej strategii — to w tym przypadku powiemy, ze liczba standw na-
tury wyniesie trzy.

Poniewaz kazdej kombinacji kierunku dziatania i stanu §wiata zewngtrzne-
go mozna przypisa¢ jednoznacznie pewna korzy$¢. Czwarty element struktury
problemu decyzyjnego nosi nazwe funkcji korzysci. Rzecz jasna, czasami jest to
korzy$¢ ujemna: czyli strata, lub dodatnia czyli zysk. Wowczas gdy zbior kie-
runkéw dzialania sktada si¢ ze skonczonej liczby n strategii, a zbidr stanow
Swiata zewnetrznego sktada si¢ ze skonczonej liczby m stanéw natury — liczba
mozliwych ich kombinacji (i odpowiadajacych im korzys$ci) rowna jest n X m.
Graficznym obrazem funkcji korzysci jest w takiej sytuacji nastgpujaca macierz
korzysci (macierz wyplat).

W klasycznej macierzy wyplat w kolumnach umieszcza si¢ mozliwe roz-
poznane stany natury (N;, N, ..... N,), a w wierszach znajduje si¢ zbior strategii
(kierunkéw dziatania) mozliwych do podjgcia. Elementami tej macierzy, na
przecigciu wiersza kazdej strategii i kolumny kazdego stanu $wiata zewngtrzne-
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g0, s osiagnigte korzysci (wy) z realizacji i-tej strategii przy wystapieniu j-tego
stanu $wiata zewngtrznego.

Tabela 22. Klasyczna macierz wyplat (tablica korzysci) w ogdlnej postaci

N N, | ... ] N,
Sl Wi W2 el Wim
Sz Woi Wiy e Wom
So | War | W | -oor | Wam

Wilaczenie niepewnosci co do stanu $wiata zewngtrznego i do analizy pro-
blemu decyzyjnego jest niezbedne (decyzja dotyczy przysztosci, ktéra jest nie-
pewna) i wymaga stosowania podstawowych poje¢ i praw z teorii prawdopodo-
bienstwa. Jej podstawowe pojecie postrzega si¢ przy tym dwojako. Po pierwsze,
moéwimy o prawdopodobienstwie obiektywnym (objective probability), jesli
prawdopodobienstwo wystapienia jakiego$ zdarzenia ocenia si¢ w kategoriach
relatywnej czestosci, z jaka dane zdarzenie wystgpowato w podobnych warun-
kach w przesztosci. Po drugie, prawdopodobienstwo widzi si¢ jako stopien wia-
ry (wewnetrznego przekonania) jednostki w wystapienie jakiego$ zdarzenia,
w tym nawet takiego, ktore jeszcze nigdy w przesztosci nie wystapito w tym
przypadku méwi si¢ powszechnie o prawdopodobienstwie osobistym lub su-
biektywnym (personal or subjective probability).

To dwojakie rozumienie prawdopodobienstwa pozwala na odréznienie ry-
zyka od niepewnosci (i oparta na nim typologia decyzji) sprowadza si¢ do tego,
ze w przypadku ryzyka podmiot podejmujacy decyzje zna prawdopodobienstwa
wystapienia stanéw $wiata zewnetrznego, podczas gdy w przypadku niepewno-
$ci maja one by¢ nieznane decydentowi, a nawet maja by¢ niemozliwe do okre-
$lenia. Innymi stowy, o tym, czy mamy do czynienia z ryzykiem, czy z niepew-
noscia, ma przesadza¢ znajomos¢ (lub jej brak) rozktadu prawdopodobienstwa
w zbiorze standw $wiata zewngetrznego. Jezeli teraz wlaczymy ryzyko (w postaci
rozktadu prawdopodobienstwa) do przedstawionej powyzej tablicy korzysci, to
przyjmie ona postac nastepujaca:

Tabela. 23. Posta¢ macierzy wyplat ze znanym prawdopodobienstwem wystapienia stanéw natury

N, [N, [... [N,
Pi P2 2w | Pm
Sy Wit |[Wip |.eee | Wim
S, Woi | W2 |.... |Wom
sn Wit W2 Wim
gdzie
p:  —oznacza prawdopodobienstwo wystapienie i-tego stanu $wiata

zZewnegtrznego.
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Przedstawienie problemu decyzyjnego w postaci (jednej) tablicy decyzyj-
nej moze by¢ niekiedy trudne, a nawet niemozliwe. Chodzi w szczegolnosci (ale
nie wylacznie) o przypadek, gdy problem decyzyjny ma charakter sekwencyjny,
a wigc gdy przed decydentem rozciaga si¢ caly szereg powiazanych z soba de-
cyzji, a nie jedna niezwloczna decyzja konczaca odrgbna kwestie. Wowczas
dogodnym sposobem przedstawienia problemu decyzyjnego jest wykres zwany
dendrytem lub drzewem decyzyjnym (rys. 101).

WWezel
= standw -

Wezet

decyzyi HV/SQ

Wezet N
T stanéw .- 1 W
O A 82
RN TN P
.. “'.Wm-'.‘n-?
Nn,lon
.Wm—‘.‘n
W 1
Wezel ,,-/. ™
standw Ny oy
: 2
~__Np; "

N n,pn\. w,,

Rysunek 101. Jednoetapowe drzewo decyzyjne
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Drzewo decyzyjne sktada sig z trzech rodzajow weztow i galezi taczacych
te wezly z soba.

Rozroéznia si¢ wezly decyzyjne (oznaczone prostokatem), w ktorych de-
cydent dokonuje wyboru oraz wezly natury (oznaczone kotkiem), w ktorych
zachodzi losowe dziatanie przypadku i wezly wynikowe (liScie), ktore przed-
stawiaja warto$ci wyptat, jako wyniku realizacji danej strategii dziatania przy
zaistnieniu okreslonego stanu natury.

W wezle decyzyjnym podejmujemy, w sposob alternatywny jedna z m
mozliwych strategii dzialania [s;, s, .... Sm.1, Sm]. Kazda z przyjetej strategii
dziatania w trakcie realizacji napotyka na warunki zdefiniowane przez jeden z n
standw natury, ktoérych prawdopodobienstwo zaj$cia wynosi p,. W rezultacie
przyjecia okreslonej strategii przy wystapieniu danego stanu natury realizuja sig¢
wartos$ci wyplat (zysku lub straty) w,, ,.

W przedstawionym w tabeli 23 problemie decyzyjnym, decydent nie zna
prawdopodobienstwa wystapienia okreslonych standéw natury lub nie zamierza
z tego prawdopodobienstwa korzystac. Optymalng strategie¢ mozna wybrac,
stosujac jedna z kilku alternatywnych regut decyzyjnych'’.

— kryterium Walda (reguta max—min),

— kryterium Hurwicza,

— kryterium Bayes’a,

— kryterium optymistyczne (max—max),

— kryterium Savage’a.

Decydent, podejmujac decyzje musi jednak zdecydowac sig¢ na wybor re-
guly, bowiem kazda z nich oparta jest na innych zatozeniach i daje inne wyniki.

Kryterium Walda jest kryterium ostroznym (zaklad, ze zajdzie sytuacja
najmniej korzystna dla decydenta). Dlatego, dla kazdej i—tej strategii (kazdego
wiersza) macierzy wyplat nalezy okresli¢ najmniejsza wartos¢ (minimalng stopg
zysku), jaka otrzymujemy przy wystapieniu j—tego stanu natury, a nastgpnie
wybra¢ strategie, dla ktorej ta minimalna wygrana jest najwigksza, czyli:

vV =max{ minw, }
i J
Kryterium Hurwicza, tu punktem wyjscia jest arbitralny wybdr wspoi-

czynnika ostroznosci A (0<A<1). Dla kazdej strategii nalezy obliczy¢ prze-
cigtna korzy$¢ wg wzoru:

Vi(K):kmj_in(wy)+(1—7u)m/ax(w/)

a nastepnie wybrac te strategie, dla ktorej vi(A) przyjmuje warto$¢ maksymalna.

'7 Elementami macierzy wyptat w omawianym problemie decyzyjnym sa zyski (lub straty
jesli element wystepuje ze znakiem ujemnym), ktére maja wymiar pienigzny, zatem problem
decyzyjny bedzie polegal na maksymalizacji oczekiwanych zyskow lub minimalizacji oczeki-
wanych strat.
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W zalezno$ci od wyboru wspodtczynnika ostroznosci kryterium Hurwicza
moze stac si¢ regula bardzo ostrozna (przy A = I pokrywa sig z kryterium Walda),
albo skrajnie hazardowa (przy A = 0 sprowadza si¢ do wyboru maksymalnej
z najwigkszych mozliwych wyptat, a wiec wyboru kryterium optymistycznego).

Kryterium Bayesa to kryterium, wedlug ktorego najlepsza jest strategia,
ktora daje najwigksza przecigtng korzys¢ (stopg zysku) obliczana dla kazdej
strategii (przy zalozeniu, ze wszystkie stany natury sa jednakowo prawdopodob-
ne) jako zwykla $rednig arytmetyczna wg wzoru:

1<
vV.=—>w,.

n4s

Moze si¢ zdarzy¢, ze prawdopodobienstwo wystgpowania poszczegodlnych
stanow natury jest znane i wowczas przecigtng stopg korzysci oblicza sig jako

srednig arytmetyczng wazong (warto$¢ oczekiwang) v, = Z w,p,
Jj=1

gdzie p; jest prawdopodobienstwem wystapienia j-tego stanu natury. Jako
optymalng decyzje uznamy taka, ktéra maksymalizuje wyliczona dla kazdej
strategii Srednia wazona. Mowimy wtedy o maksymalnej oczekiwanej korzysci.

Kryterium Savage’a zwane kryterium minimalnego Zalu. Punktem wyj-
$cia reguty decyzyjnej minimalnego zalu (Savage’a) jest ch¢¢é zminimalizowania
utraconych korzysci, zwiazanych z podjeciem decyzji, ktora okazala si¢ nietraf-
na w konteks$cie zrealizowanego stanu natury. Chcac wykorzysta¢ t¢ regule,
przeprowadzamy obliczenia wstegpne. Pierwszym etapem jest znalezienie macie-
rzy strat relatywnych. Strata jest roznica miedzy najwigksza wyplata (stopa zy-
sku) mozliwa dla danego stanu natury a wyptata odpowiadajaca podjetej decyz;ji.
Dla kazdej kolumny macierzy wyptat (kazdego stanu natury) straty relatywne
(vij) oblicza sig ze wzoru:

Y, =maxw, —w. .
ij i i ii

Nastepnie dla kazdej strategii nalezy okresli¢ maksymalna strat¢ i wybraé
strategie, dla ktorej maksymalna strata bedzie najmniejsza, czyli:

v =min{ maxy, |

Bardzo czgsto proces decyzyjny z wykorzystaniem drzewa decyzyjnego
podejmujemy w warunkach ryzyka, gdy znany jest rozktad prawdopodobienstwa
przysztych standw natury. Ponizej na przyktadach proceséw decyzyjnych jedno-
i wieloetapowych przedstawione zostana zasady poszukiwania optymalnych
decyzji za pomoca drzewa decyzyjnego. Jako kryterium decyzyjne w tych przy-
ktadach zostanie wybrana regula maksymalnej oczekiwanej korzysci.

142



Andrzej Wozniak

10.1.1. Jednoetapowe drzewo decyzyjne

Rozpatrzmy przyktad procesu decyzyjnego rolnika, ktoéry ma podjaé decy-
zje o przysztorocznych zasiewach posiadanego areatu. Z analizy swoich mozli-
wosci produkcyjnych wie, ze do dyspozycji ma cztery rodzaje plantacji, ktorych
plonowanie uzaleznione jest od warunkow klimatycznych, wystepujacych
w okresie wegetacji — od warunkow skrajnie niekorzystnych, ktére przynosza
straty — do warunkow korzystnych, w ktorych moze liczy¢ na osiagnigcie duze-
go zysku. Many zatem do czynienia z jednoetapowym problemem decyzyjnym,
dla ktérego macierz wyplat zawiera tabela.

Tabela 24. Macierz wyptat dla jednoetapowego procesu decyzyjnego

Zysk rolnika w okre§lonych warunkach klimatycznych
Strategia niekorzystnych przecigtnych korzystnych
p=0,26 p=0,40 p=0,36
plantacja [ 5 9 11
plantacja I1 -3 6 22
plantacja I11 -22 4 36
Plantac ja IV -36 -12 54

Reguta maksymalnej oczekiwanej korzyS$ci polega na obliczeniu ocze-
kiwanej korzysci dla poszczegdlnych decyzji uwzgledniajacych rozklad praw-
dopodobienstwa wystepowania kolejnych stanow natury. Rekomendowana de-
cyzja bedzie ta, dla ktérej oczekiwana korzys$¢ jest najwigksza.

I p=02 ® 5
plantacjia I £K(x=1} = 864 /1\ p=04 e 9
\‘H =034
2 o 11
p =036 * 3

lantacia Il EXfx=2} = 9,10

lantacia [Tl EX{x=3) = & 12

P =03

® -36
plantacja IV EK{x=4} = 4,20 4 =040 12
| p =034 e 54

Rysunek 102. Jednoetapowe drzewo decyzyjne — przykltad podejmowania decyzji optymalnej
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Na rysunku 102 przedstawiony zostat dendryt decyzyjny (drzewo decy-
zyjne) sporzadzone na podstawie macierzy wyptat zamieszonej w tabeli 24.

W wezle decyzyjnym S rozpatrujemy mozliwe do podjecia cztery decyzje
(strategie dziatania). Graficznie przedstawione zostalty w formie krawedzi do
wezta decyzyjnego S do wezldow stanu odpowiednio od 1 do 4 i prezentuja moz-
liwo$¢ wyboru jednej z czterech plantacji (I — IV). Dalej w kazdym wezle stanu,
podjeta decyzja o wyborze strategii (plantacji) moze by¢ realizowana w warun-
kach okreslonych przez jeden z trzech stanow natury (niekorzystnych, przecigt-
nych i korzystnych) wystepujacych z okreslonym dla siebie prawdopodobien-
stwem {p; = 0,26, p> = 0,4 i p; = 0,34}. W weztach wynikowych znajduja si¢
elementy macierzy wyptat (zyski lub straty) osiagnigte w wyniku realizacji okre-
$lonej strategii przy zaistniatym stanie natury.

Poszukiwania optymalnej decyzji (wedhug kryterium maksymalnej ocze-
kiwanej korzys$ci) rozpoczniemy od prawej strony drzewa decyzyjnego, wyzna-
czajac dla kazdej strategii sumg iloczyndéw wartosci wyptat (elementow macie-
rzy wyplat) i prawdopodobienstwa ich wystapienia.

Jesli przyjmiemy, ze EK (x =k), i =1, ..., k oznacza oczekiwana korzys¢
dla k — tej strategii — to mozemy wyznaczy¢ warto$ci oczekiwanych korzysci dla
poszczegblnych decyzji rolnika:

EK(x=1)=9-026+5-040+11-0,34=1,4+2,0+3,74=8,08,

EK(x=2)= -3-026+6-0,40+22-0,34=-0,78 +2,4 + 7,48 =9,10,

EK(x=3)= -22-026+4-0,40+36-0,34=-5,72+ 1,6 + 12,24 = 8,12,

EK(x=4)= -36-0,26-12-0,40 + 54 - 0,34 =-9,36 - 4,8 + 18,36 = 4,20.

p =02 P
==Yt BGpzes () peow .
=024
: 2 o 11
: s
| e
‘ £ =03 ® 22
p =02 ® -1
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X — Pl B =420 @ 2204 g .3
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Rysunek 103. Jednoetapowe drzewo decyzyjne — rozwiazanie przyktadu
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Jako rekomendowana strategig¢ rolnika przyjmiemy decyzj¢ o obsianiu
swojego areatu plantacja druga, bowiem srednia oczekiwana warto$¢ uzyska-
nych korzysci wynosi 9,10 jednostek pienigznych, a wigc najwigkszy oczekiwa-
ny zysk ze wszystkich mozliwych.

Problemy decyzyjne jednoetapowe sa na ogdt proste i przejrzyste, i jako
takie moga by¢ rozwiazywane bezposrednio z wykorzystaniem drzewa decyzyj-
nego, jak rowniez na podstawie macierzy wyptat bez koniecznosci wykreslnego
opisywania problemu w postaci drzewa. W takim przypadku optymalna decyzje
wyznaczamy, wykorzystujac odpowiednie formuty matematyczne, wlasciwe dla
przyjetych, alternatywnych regut decyzyjnych.

10.1.2. Wieloetapowe drzewo decyzyjne

Proces podejmowania decyzji w $wiecie realnym zwykle jest bardziej
skomplikowany, niz przedstawiony problem decyzyjny jednoetapowy. Pode;j-
mowane decyzje sa zazwyczaj wynikiem decyzji podjetych wczesniej oraz de-
cyzje, w ktore w tej chwili podejmujemy implikuja decyzje podejmowane
w przysztosci. W takich przypadkach, poszukiwanie decyzji optymalnych, gdy
znane jest prawdopodobienstwo zajscia okreslonych stanow natury i ich skut-
kéw rozpoczynamy od wykreslenia odpowiedniego drzewa decyzyjnego ilu-
strujacego strukture procesu decyzyjnego.

Rada gminy podjeta decyzje o ogloszeniu przetargu na budowe specjali-
stycznej oczyszczalni $ciekow. Oczyszczalnia nie jest typowa oczyszczalnia,
a jej konstrukcja ma zapewni¢ wysoki stopien oczyszczania $ciekow, odpowied-
ni do funkcji gospodarczej gminy. W ofercie przetargowej okreslono, ze kon-
trakt zostanie przyznany wyspecjalizowanej jednostce, majacej dobra reputacje
i oferujacej najlepsze rozwigzanie za§ warto$¢ kontraktu nie powinna przekro-
czy¢ 200 tys. euro.

Oferta zainteresowana jest firma ECOBUD SA. Dyrektor firmy ocenit, ze
koszty przygotowania kontraktu wyniosa 25 tys. euro, za$ szans¢ wygrania kon-
traktu oszacowat na 60%. Zatem pierwszy dylemat sprowadza si¢ do decyzji czy
w ogole uczestniczy¢ w przetargu (decyzja A) lub tez zrezygnowaé bez pono-
szenia kosztow (decyzja B).

W przypadku wygrania konkursu firma moze podjac trojakiego rodzaju
dziatania w celu realizacji zamowienia.

Wariant pierwszy (decyzja C) obejmuje dziatania, polegajace na zakupie
gotowego, sprawdzonego w podobnych warunkach systemu oczyszczania $cie-
kéw. Osiagnigeie wymaganego stopnia oczyszczania §ciekow w tym wariancie
obarczone jest duza niepewnoscia i to rozwigzanie moze nie by¢ przyjete przez
inwestora. Koszt realizacji oczyszczalni w tym wariancie wynosi 25 tys. euro,
ale szanse zrealizowania kontraktu to tylko 25%.
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W przypadku drugiego z rozpatrywanych wariantow (decyzja D) mozliwe
jest wykorzystanie gotowego projektu sporzadzonego dla warunkéw podobnych,
lecz wymagajacego jeszcze pewnych prac o charakterze badawczym i projekto-
wym. Projekt taki bytby bliski wymaganiom stawianym przez inwestora, koszt
takiego rozwiazania wynosi 75 tys. euro. Z uwagi na to, ze projekt bedzie od-
biegal nieco od zatozonych przez inwestora wymogow, szanse jego przyjecia
oceniane sa na 75%.

Wariant trzeci (decyzja E) polega na przeprowadzeniu od podstaw prac
badawczych i badan prototypowych, gwarantuje spetnienie wszystkich wymo-
gow stawianych przez inwestora, lecz kosztuje 125 tys. euro, daje jednak 100%
szans na realizacje zlecenia i wywiazanie si¢ z kontraktu.

Podpisujac kontrakt, firma ECOBUD SA zobowiazuje si¢ do zrealizowa-
nia  kontraktu. W przypadku, gdy podjete dziatania nie przyniosa efektu, firma
ECOBUD SA zmuszona bedzie do podjgcia innych dziatan w celu wywiazania
si¢ z kontraktu.

Powstaje zatem problem, polegajacy na podjeciu decyzji o przystapieniu
badZ nie przystgpowaniu do przetargu — biorac po uwage koszt uczestnictwa
W postgpowaniu przetargowym i przewidywane szanse jego wygrania. W razie
podjecia decyzji o uczestnictwie w przetargu i jego wygraniu — pozostaje pro-
blem — ktory z wariantow wybraé, by wywiaza¢ si¢ z kontraktu przy maksyma-
lizacji spodziewanego zysku.

Prawdopodobienstwa zrealizowania kontraktu w poszczegoélnych warian-
tach i ich koszty sa znane.

Rozwiazanie tego problemu decyzyjnego wymaga poprawnego skonstru-
owania wieloetapowego drzewa decyzyjnego, a potem jego rozwiania, przyj-
mujac za kryterium maksymalizacje oczekiwanych korzysci.

Ponizej przedstawimy tok postgpowania przy konstrukcji takiego drzewa.

p=0.60—
A
p=0.40 ® 25000
B Y 0
ETAP 1

Rysunek 104. Wieloetapowe drzewo decyzyjne — etap 1

Na rysunku 104 przedstawiono pierwszy krok w tworzeniu drzewa decy-
zyjnego. W wezle decyzyjnym 1 problem decyzyjny polega na wyborze jednej
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z dwoch alternatywnych decyzji. Decyzja B o nieprzystgpowaniu do przetargu
(bez kosztow, ale i bez zysku) lub decyzja A o uczestnictwie w przetargu. Wy-
bor decyzji A jest weryfikowany w wezle stanow. Niewygranie kontraktu wiaze
si¢ ze strata 25 tys. euro poniesiong na przygotowanie oferty przetargowe;j. Jesli
jednak kontrakt zostanie wygrany (p = 0,6) powstanie nowy problem decyzyjny,
ktory z trzech mozliwych wariantow przyjac do realizacji kontraktu.

wariant I — projekt gotowy o 150 gog

—p=0.25 wygrany
—C
wariant I p=0.75—
wariant II — prace adaptacyjne
os[2]—0-C) o
wariant II _ pozostaje tylko przyjecie _
/ p=0.25 wariantu IIL o 25 000
E ® 50000
A _(:) wariant III — budowa oczyszczalni od podstaw
-p=0.40 ® -25000
B ® 0

ETAP 1 ETAP 2
Rysunek 105. Wieloetapowe drzewo decyzyjne — etap 2

W drugim etapie procesu decyzyjnego mozliwe jest podjgcie jednej
z trzech wykluczajacych sig decyzji (C, D, i E). Podjecie decyzji E (przeprowa-
dzenie od podstaw badan prototypowych i budowa oczyszczalni spetniajacej
wymagania inwestora) gwarantuje wywiazanie si¢ z kontraktu (p = I). Jak pa-
migtamy, koszt takiego kroku wynosi 125 tys. euro, co razem z poniesionym
kosztem przygotowania kontraktu 25 tys. euro, daje w rezultacie koncowy zysk
50 tys. euro. (200 tys. — 25 tys. — 125 tys. = 50 tys.). Stad w wezle wynikowym
(lisciu drzewa) warto$¢ 50 000. Pozostate dwie mozliwe decyzje C i D skltadaja
mozliwe dwa scenariusze. Decyzja D (o prawdopodobienstwie powodzenia
p = 0,75) polega na wykorzystaniu projektu, ktory sprawdzit si¢ juz w podob-
nych warunkach. W przypadku powodzenia tej decyzji zysk wyniesie 100 tys.
euro (200 tys. — 25 tys. — 75 tys. = 100 tys.). Jednak w przypadku niepowodzenia
tej decyzji (p = 0,25) firma ECOBUD SA, zobowiazujac si¢ do bezwzglednego
wywiazania si¢ z kontraktu, poniesie stratg¢ w wysokos$ci 25 tys. euro. Do ponie-
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sionych juz kosztow w wysokosci 25 tys. euro (oferta przetargowa) i 75 tys.
euro (koszty adaptacyjne projektu niesprawdzonego) dochodza koszty, jakie
nalezy ponies¢, by uzyska¢ pewnos$¢ wywiazania si¢ z kontraktu — a wigc wa-
riant trzeci z przeprowadzeniem prac badawczo-projektowych od podstaw
(125 tys. euro) (200 tys. — 25 tys. — 75 tys. — 125 tys. =— 25 tys.)

Dla petnej analizy drugiego etapu decyzyjnego pozostaje jeszcze rozwaze-
nie decyzji C, o prawdopodobienstwie sukcesu p= 0,25 (budowa oczyszczalni
na podstawie gotowych rozwiazan). W przypadku podjecia tej decyzji i przyje-
cia jej do realizacji zysk dla firmy wyniesie 150 tys. euro. (200 tys. — 25 tys. —
25 tys. = 150 tys.). Jesli jednak ten wariant nie zostanie zrealizowany, co jest
wysoce prawdopodobne (p = 0,75), pozostaje do rozwigzania problem wyboru
nastepnego ciagu decyzji — etap decyzyjny trzeci.

W trzecim etapie decyzyjnym (rys. 106) pozostaja do rozwazenia dwie
mozliwe decyzje. Decyzja G (opracowanie konstrukcji od podstaw) gwarantuje
realizacje kontraktu i uzyskanie jeszcze zysku 25 tys. (200 tys. —25 tys. — 25 tys.
— 125 tys. = 25 tys.). Podjecie, w trzecim etapie decyzji F (prace badawczo-
adaptacyjne nad gotowym projektem oczyszczalni), rdwniez obarczone ryzy-
kiem niepowodzenia (p = /-0,75), i w tym przypadku przynosi stratg 50 tys.
euro. (200 tys. =25 tys. — 25 tys. =75 tys. —125 tys. = —50 tys.) W przypadku jed-
nak sukcesu przynosi zysk 75 tys.

wariant I — projekt gotow: 150 Q00
wygrany
p=0.75—g 75 000

F 4{
—c / p=0.25—®  -50 000

/WarlantI p=0.75

N G— @ 25000

—p=0.25

wariant II - prace adaptacyjne
/ L p=0.75 o e 100 000
p=0.60 D—Q e ko praic
wariant II _ pozostaje 0 przyjgcie ~
/ p=0.25 wariantu IIT b 25000
E ® 50000
A 4() wariant III — budowa oczyszczalni od podstaw

-p=0.40 ® -25000

B ® 0

ETAP 1 ETAP 2 ETAP 3

Rysunek 106. Wieloetapowe drzewo decyzyjne — etap 3
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—p=0.25 ® 150 000
p=0.75_g 75000

F -
/—C @T ép:O.ZS. -50 000

p=0.75-{ 3
/ \—G4. 25000
—p=0.75 ® 100 000
p=0.60- 2 DQ
/ p=0.25 ® -25 000
A %’3 E ® 50000
\
p=0.40 ® -25000
B e O
ETAP 1 ETAP 2 ETAP 3

Rysunek 107. Wieloetapowe drzewo decyzyjne — wybor ciagu decyzji optymalnych

Korzystajac z formut wyznaczania optymalnych decyzji, przy kryterium
maksymalnej oczekiwanej korzys$ci optymalnym ciagiem decyzji, powinien by¢
ciag:

W etapie decyzyjnym 3 jako rekomendowana decyzje nalezy przyjaé¢ decy-
zje F. Oczekiwana warto$¢ zysku dla tej decyzji wynosi:

EK (3) - EK (F) =75 000 * 0,75 + (=50 000 * 0,25) =43 750

EK(G) = 25000
EK(F) > EK(G).

W etapie decyzyjnym 2 jako rekomendowana decyzje nalezy przyja¢ decy-
zje C.
EK(2) — EK(C) =150 000 * 0,25 + 43 750 * 0,75 = 81 250
EK(D) = 100 000 * 0,75 + (=25 000 * 0,25) = 68 750
EK(E) = 50 000
EK(C) > EK(D) > EK(E).

W etapie decyzyjnym 1 jako rekomendowana decyzje z punktu widzenia
przyjetego kryterium nalezy uznac decyzjg A, przy podjeciu ktorej oczekiwana
warto$¢ zysku wynosi 47 750 euro, podjecie bowiem decyzji B nie generuje
zadnego zysku.
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EK(1) - EK(A)= 81250 % 0,6 + (—25 000 * 0,4) = 47 750
EK(B) =0
EK(A) > EK(B).

Ostatecznie wigc $ciezka racjonalnych zachowan decydenta, ktora maksy-
malizuje oczekiwany zysk, jakiego nalezy si¢ spodziewaé, biorac udzial
w przetargu na budoweg oczyszczalni $ciekow, powinna wyglada¢ nastgpujaco:

Racjonalnym jest podjecie decyzji A o wzigciu udzialu w przetargu.
W przypadku jego wygrania dyrektor firmy ECOBUD SA powinien podajac
decyzj¢ C o przedstawieniu inwestorowi gotowego projektu oczyszczalni juz
istniejacej. Gdyby jednak ta decyzja zakonczyla sig fiaskiem pozostaje jako naj-
bardziej racjonalna decyzja F o przedstawieniu do realizacji projektu opartego
na adaptacji istniejacych rozwigzan.
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11. MODELOWANIE PRODUKCJI - DRZEWO PRODUKTU

Modelowanie produkcji jest dziedzinag wiedzy zwiazana z logistyka go-
spodarki zapasami oraz przeptywami materialowymi we wszystkich fazach pro-
dukcji. Miejsce modelowania produkeji w tym podreczniku, skoncentrowanym
gléwnie na metodach aplikacyjnych teorii grafow i sieci w zarzadzaniu, wynika
z jeszcze jednej okazji przedstawienia grafu (drzewa produktu) do wspomagania
procesu planowania produkcji.

Podstawa planowania produkcji sg dwa strumienie informacji. Jeden two-
rza zamowienia naplywajace z okreslonym wyprzedzeniem, drugi zas prognozy
marketingowe. W rzeczywistym planowaniu produkcji modele optymalizacyjne
powinny odgrywac¢ role zasadnicze. Do podstawowych modeli zaliczymy zada-
nia tworzenia list materialowych dla produktow i zapotrzebowania materiatowe-
go dla planowanej produkcji. Sa to zadania rozwiazywane, na og6t komputero-
wo, w ramach systemoéw typu MRP (Material Requirement Planning). Jedna
z metod przedstawienia przeptywow materialowych w procesie produkcji i okre-
slania podstawowych zalezno$ci migdzy wejsciem 1 wyjsciem procesu produk-
cyjnego jest drzewo produktu zwane w literaturze grafem Gozinto'®,

Wilasciwe zrozumienie planowania przeptywdéw materiatowych z wyko-
rzystaniem drzewa produktu wymaga znajomosci podstawowych pojeé z dzie-
dziny modelowania produkcji. Procesem produkcji mozemy nazwaé celowo
i $wiadomie wykonywany zestaw czynnos$ci lub operacji, w wyniku ktorych
okreslony zbior obiektow wejsciowych (np. surowcow lub czesci jednostko-
wych) zostaje doprowadzony do postaci pewnego zbioru obiektow wyjscio-
wych, nazywanych produktami finalnymi lub koncowymi tego procesu®.

Obiektami materialnymi biorgcymi udzial w procesie produkcji, bedacymi
przedmiotem modelowania sa:

— wyroby finalne,

— polprodukty,

— czgsci jednostkowe,

— surowce.

'8 Idee takiego ujecia zaproponowal A. Vaszonyi, ktory grafy produktu nazwat grafami
Gozinto. Nazwe te oparta na wymowie okreslenia ,,the part that goes into” zamienil na nazwisko
fikcyjnego wloskiego matematyka Zepartzat Gozinto i tym samym uatrakcyjnit zarowno nazwg
jak 1 ideg prezentacji procesu technologicznego (St. Krawczyk, Metody ilosciowe w logistyce.
Wydawnictwo C.H. Beck. Warszawa 2001.

19 Zob. Elementy rachunku ekonomicznego. Praca zbiorowa pod redakcja naukowa
Z. Hellwiga, wydanie III. Warszawa 1985
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Produktem koricowym lub finalnym jest kazdy wytworzony na wyjsciu
procesu obiekt, ktory moze by¢ oferowany do transakcji sprzedazy.

Polproduktami wyroznianymi w modelowaniu sa obiekty powstajace na
wyodrebnionych stanowiskach, w pewnej fazie procesu produkcyjnego, ktore
przetworzone w nastgpnych fazach procesu wlaczone zostaja do wyrobu final-
nego. Z uwagi na stopien przetworzenia w procesie technologicznym potpro-
dukty moga roéwniez podlegaé transakcji sprzedazy.

Czesé jednostkowa w ujgciu modelowym jest specyficznym obiektem, kto-
ry w zasadzie bedziemy dotacza¢ albo do grupy surowcéw, albo do potproduk-
tow. Sa to obiekty uzyskiwane z surowcow jako efekt tzw. elementarnej operacji
wytwarzania niezaleznej od wlasciwego procesu produkcji.

Surowcami sa dowolne obiekty o roznym stopniu zlozonosci, ktore sa na-
bywane poza przedsigbiorstwem i wprowadzane do dalszego przetwarzania
w procesie produkcji.

Przedstawione wyzej definicje podmiotowych obiektow materialnych nie
sa, w ujeciu modelowania produkcji, definicjami uniwersalnymi. Zostaty sfor-
mutowane tu wylacznie dla potrzeb budowy drzewa produktu i wyjasnieniu idei
modelowania przeplywow surowcowych w procesach produkc;ji.

W ujeciu modelowym obiekty i operacje wykonywane na nich beda przed-
stawiane za pomoca symboli i liczb. Istotna dla nas bedzie rola, jaka dana liczba
lub zapis symboliczny ma do odegrania w modelu. W rozpatrywanych tutaj mo-
delach produkcji bgdziemy zaktada¢, ze wyjscie procesu w sposob jednoznaczny
determinuje jego wejscie. Innymi slowy, na podstawie znajomo$ci popytu na
wytworzone dobra bedziemy mogli wyznaczy¢ zapotrzebowanie na surowce.
Analogiczne zalozenie bedzie odnosito si¢ do wytwarzania potproduktow.

Proces produkcji w ogolnej postaci mozna przedstawi¢ jako system wej-
Scia—wyjscia (rys. 108).

Proces prosty

ﬂpltv\, process .

Proces ztozony 1 Proces ztozony 2

I=f0) | o>

Ul

I=f(0)

Rysunek 108. Schemat proceséw prostych i ztozonych z wejsciem i wyjsciem
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Proces produkcji jednego produktu finalnego bedziemy przedstawiaé gra-
ficznie, odzwierciedlajac kolejne etapy wytwarzania za pomoca okreslonych
elementéw graficznych. Uzyskany w ten sposob obraz powstawania produktu
jest obiektem znanym w teorii graféw jako drzewo, poniewaz odzwierciedla
powstawanie produktu, nazywany jest drzewem produktu. Aktywnos$ciami
przedstawionymi za pomoca drzewa sa: stanowiska pracy, na ktérych mozna
wyrézni¢ poszczegoOlne etapy procesu produkcyjnego, przemieszczenia mate-
riatlowe miedzy stanowiskami (etapami).

Stanowiska lub etapy produkcji prezentowane sa w grafie jako wezly, na-
tomiast przemieszczanie surowcow i potproduktow przedstawione sa za pomoca
strzatek lub krawedzi, gdy kierunek przemieszczania jest oczywisty.

W rozpatrywanym modelu procesu produkcji wezty powinny odzwiercie-
dla¢ operacje wykonywane na danym stanowisku lub na danym etapie produk-
cji. Efektem tych operacji sa wytworzone obiekty (czgsci, potfabrykaty) jedno-
znacznie okre$lone co do ilosci (przynajmniej w sensie statystycznym).
Krawedzie za$, sa oznaczone i przedstawiaja rodzaj i ilo$¢ obiektow (surowcow,
potabrykatow) potrzebnych do wykonania operacji symbolizowanych przez
wezet (dla krawedzi dochodzacych do wezta) lub ilo$¢ i rodzaj wytworzonych
w wezle obiektow (surowcow, potfabrykatow) — dla krawedzi wychodzacych
z wezla. Wezel koncowy drzewa produktu symbolizuje etap wykonania wyrobu
finalnego.

Jesli drzewo produktu stuzy réwniez do analizy nakladéw lub czasu wy-
twarzania wyrobu, to czas poszczegdlnych operacji musi by¢ jednoznacznie
okreslony (przynajmniej w sensie statystycznym) i naklady czasu musza by¢
proporcjonalne do ilo$ci powstajacych wyrobow.

Jak juz wspomniano, przemieszczenia potproduktow i surowcoéw miedzy
weztami (stanowiskami) sa przedstawiane za pomoca strzatek lub krawedzi.
Strzatce wprowadzonej miedzy wezet i oraz wezet j przyporzadkowana jest licz-
ba (tzw. wspotczynnik bezposrednich naktadow jednostkowych) informujaca, ile
jednostek wyrobu wytworzonego w wezle i (moze to by¢ rowniez magazyn su-
rowcdw) musi by¢ przekazanych do stanowiska reprezentowanego przez wezet j,
aby na tym stanowisku mogta powsta¢ 1 jednostka wyrobu.

Drzewo produktu okreslone jest wigc przez:

— wezly odpowiadajace stanowiskom wytwarzania poOtproduktow,
a w przypadku surowcow — magazynowi,

— strzatki lub krawedzie przedstawiajace bezposrednie przeptywy mate-
riatowe miedzy stanowiskami,

— liczby przyporzadkowane strzatlkom Iub krawgdziom informujace
o wielko$ci wspotezynnikow bezposrednich naktadow jednostkowych.

Przestawiony na rysunku 109 graf Gozinto obrazuje wicloetapowy proces
produkcyjny doprowadzajacy do wyprodukowania wyrobu finalnego PF.
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poziom O

produkt finalny

poziom 1

polorodukt poziomu 1

__________________________________

Rysunek 109. Drzewo produktu (graf Gozinto) — w ogélnej postaci

Na najnizszym poziomie (r) tego procesu znajduje si¢ magazyn surow-
cow, z ktdrego sa pobierane, w odpowiednich ilosciach, surowce do produkcji
na wyzszych etapach. O ilo$ci pobranych surowcow i polproduktow do wyzsze-
go poziomu procesu produkcyjnego informuja etykiety przypisane kazdej kra-
wedzi. Na poziomie drugim procesu produkcyjnego wytwarzane sg cztery pot-
produkty: (PP-II}), (PP-IL), (PP-IL5) i (POP-IL).

Na poziomie pierwszym tego procesu wytwarzane sa dwa potprodukty:
(PP-1)) i (PP-1,) powstate z odpowiednich ilo$ci potproduktow na pierwszym,
drugim oraz dodatkowo pobranych z magazynu surowcow S,,.; 1.S,,.

Na poziomie zerowym wytworzony jest wyrdb koncowy ztozony z odpo-
wiednich proporcji potproduktow: (PP-I;) i (PP-1,).

Przyjeta konwencja wyrdzniania pozioméw wytwarzania umozliwia opra-
cowanie postgpowania numerycznego, doprowadzajacego do sporzadzenia listy
materialowej produktu. Lista ta informuje, jakie jest faczne zapotrzebowanie
surowcowe w okreslonym wezle na wytworzony w nim wyrob (obiekt), aby
mogla powsta¢ 1 jednostka wyrobu koncowego. Jest to tzw. zapotrzebowanie
wewnetrzne w wezle k, gdyz potprodukty (obiekty) w nim wytworzone sa wy-
korzystane w dalszym toku procesu produkcyjnego.

Jesli czgs¢ obiektow wytworzonych w wezle k nie jest wprowadzana dalej
do produkg;ji tylko jest odsprzedawana w postaci potproduktow, to tg czgs¢ na-
zywamy zapotrzebowaniem zewnetrznym.
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Mozemy zatem powiedzie¢, ze konstrukcja grafu Gozinto umozliwia
podanie algorytmu wyznaczania zapotrzebowania na potprodukty i surowce, gdy
znane sa zamowienia zewnetrzne na produkty koncowe i polprodukty bedace
obiektami sprzedazy.

11.1. TWORZENIE LISTY MATERIALOWEJ
NA PODSTAWIE GRAFU GOZINTO

Przyjety sposob wyrdzniania poziomoéw wytwarzania umozliwia podanie
prostego postgpowania numerycznego, ktérego celem jest sporzadzenie listy
zapotrzebowania materialowego produktu. Lista materialowa podaje dla kazdego
wezla k, jakie jest taczne zapotrzebowanie na reprezentowany przez ten wezet
wyrob, aby mogta powsta¢ / jednostka produktu koncowego. Poniewaz jest to
zapotrzebowanie wynikajace z potrzeb produkcji, nazywamy go zapotrzebowa-
niem wewnetrznym.

Wprowadzmy oznaczenia pomocnicze™:

p  —wezel, w ktorym powstaje produkt koncowy,

V. —zbior wszystkich wezlow drzewa,

Vi  — zbior poprzednikow wezta k,

Vi — zapotrzebowanie wewngtrzne na wyrob reprezentowany przez we-
zel k,

ajp —wspdtczynnik bezposredniego nakltadu wyrobu wezla j na
jednostke wyrobu wytwarzanego w wezle £,

i — numer poziomu wykonawczego,

W, —wezly i-tego poziomu wykonawczego.

Algorytm postgpowania przedstawimy na przyktadzie grafu Gozinto za-
mieszczonego na rysunku 97. Algorytm ten jest postgpowaniem iteracyjnym
wykonywanym w nast¢pujacych krokach:

(1) — Wy={p} oraz, ze y,=1I dla wszystkich pozostatych weztow p; = 0.

Zatozenie to zaklada, ze ilos¢ wyprodukowanego produktu w wezle kon-
cowym (p) rowna jest 1, a w pozostatych wezlach na poziomie innym niz po-
ziom wezta koncowego ilosci wyprodukowanych potproduktow sa rowne zeru.
Krok iteracyjny i jest zwiazany z poziomem wykonawczym, a wigc kazda na-
stepna iteracja bedzie dotyczyta innego poziomu wykonawczego.

(2) — Dla kazdego wezta ke W; okreslany jest zbior jego poprzednikoéw V.
Jesli dla zadnego k nie istnieje zbior poprzednikow, postepowanie iteracyjne
konczy sie.

2 postgpowanie algorytmiczne Gozinto oraz sposob oznaczen pomocniczych przyjeto za
St. Krawczykiem, Metody ilosciowe w logistyce (przedsiebiorstwa). Wydawnictwo C.H. Beck.
Warszawa 2001.
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(3) — Wezly wchodzace w sklad zbioréow poprzednikow V; (wezty
poziomu i+/ grupujemy w zbior Wy.,.
(4) — Rozpatrujemy kolejno zbiory Vj na poziomie W.,,. Jesli znany za-

potrzebowanie wewnegtrzne y;, na potprodukt wykonany w wezle £, to dla kaz-
dego j—tego wezta w; takiego, ze w;e V' zapotrzebowanie y; wyniesie:
Y = 3k - Yk
Po rozpatrzeniu wszystkich wezlow zbioru Wi, przechodzimy do iteracji
i+1.
(5) — Jezeli w zbiorze weztdw na poziomie W; wystepuje zapotrzebowanie

na te same elementy w wigcej niz jednym wezle zbioru W,,; wowczas zapotrze-
bowanie wewngtrzne w wezle j wyznaczymy jako sume:

Y, = Z Ao Ve
k oV,
gdzie V' — podzbiér weztdéw w poziomie i, ktore w procesie produkcji wyste-
puja w wigcej niz jednym wezle ze zbioru Wi ;.

Realizacje tego postgpowania przedstawimy na przykladzie produktu
PF — 0 (rys. 109). Zgodnie z pierwszym krokiem postgpowania przyjmujemy,
Wo= {PF-0} 1 ypry = 1. Dla pozostalych weztéw grafu, na tym etapie postgpo-
wania zaktadamy, ze y;=0.

Iteracjai=0

Vo ={PP—1,PP—1I, }oraz yp. , =1

W =(PP-1,PP-1,}

Korzystajac z etykiet odpowiednich krawedzi drzewa, obliczmy kolejno:

Vepo, > 2-1=2

Vipy —3:1=3.

Rozpatrzone zostaty wszystkie wezly poziomu 0, zatem przechodzimy do
nastepnej iteracji.

Iteracjai=1

Vopy ={PP—1,PP—1II,,S _ } oraz y,, =
Vepy ={PP-11,,PP-11,,S, } oraz y, =
Vs, =0

V., =0

SI1

W,={PP-1II,PP—II, PP—II,,PP=1I,.S, S, }
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Dla weztow zbioru: V,,, ={PP-II, ,PP-11,S } otrzymujemy:
Yooy, —3:2=6

Yooy >2:2=4

Vs, —2-2=4

Dla weztow zbioru: V,,  ={PP-II,,PP-11,,S } otrzymujemy:
Vepy > 0+2:3=6

Yoy, > 0+1-3=3

Y, —>4:3=12.

Rozpatrzone zostaty wszystkie wezly poziomu =/ majace poprzednikow,
zatem przechodzimy do nastgpnej iteracji,
Iteracjai=2

VPP 1 Z{Sl’Sz’S3} ; yp{Lm =6
VPP 11 ={S2’S4}; yPP—IIZ =4
VPP—113 ={S2’S4’S5’S6’S7}; Yer-in =0
Verou, = {86557} 5 Yep-n, = 3

v,=0; ¥V, =0, V, =0;

VVs :(Sl’Szlss’S4’SS’S5’S7}
Zatem dla weztow zbioru V,, , ={S,,S,,S,} mamy:

PP-II)

v, —2:6=12
v, =>4 6=24
vy, —6-2=12

dla wezlow zbioru Vopoy =15,,8, } mamy:
Vs, >12-4=48
Y, —12:4=48
dla weztow zbioru Vep—ir, =15584585,86,5,} mamy:
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Y, >22:6=132
V5, —20-6=120
Y, —6:6=36
Vs, —5:6=30
Vs, —4-6=24
dla wezlow zbioru Vipo, =18,8, } mamy:
y,, >4:3=12
Y, 2 4-3=12.

Rozpatrzone zostaly wszystkie wezlty poziomu 2, majace swoich poprzed-
nikow, mozemy zatem przej$¢ do nastgpne;j iteracji.

Iteracjai=3

Zaden z weztdéw zbioru W, ={S,S,,........ S, 'nie ma nastgpnikow, zatem
postgpowanie iteracyjne mozemy uznac za zakonczone.

Poniewaz jednak zapotrzebowanie na niektore surowce S, mozna zaobser-
wowacé w wigcej niz jednym wezle poziomu 2, zatem taczne zapotrzebowanie na
te surowce jest suma zapotrzebowania we wszystkich wegztach, w ktorych to
zapotrzebowanie wystgpuje.

Tabela 25. Lista materiatowa dla produktu PF-0

Symbol Jednostka Tlos¢
PF-0 szt. 1
PP-1, szt. 2
PP-I, szt. 3
PP-II,; szt. 6
PP-I1, szt. 4
PP-11; szt. 6
PP-11, szt. 3

S, szt. 12
S, szt. 204
S; szt. 12
Sy szt. 168
Ss szt. 5

Se szt. 42
N szt. 36
NI szt. 4

N szt. 12
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11.2. KONSTRUKCJA DRZEWA PRODUKTU - GRAF GOZINTO

W celu zobrazowania zasad konstrukcji grafu Gozinto oraz budowania listy
materiatow koniecznych do zrealizowania zamdwien na produkty gotowe oraz
potprodukty, przesledzmy realny proces produkcyjny realizowany w Zaktadzie
Mieszanek Paszowych na przyktadzie produkcji pasz dla gotgbi hodowlanych.

Zaktad Mieszanek Paszowych zajmujacy si¢ przygotowaniem i sprzedaza
mieszanek paszowych dla zwierzat uzytkowych (gotebi hodowlanych) produ-
kuje trzy rodzaje gotowych mieszanek: (MM) mieszanka paszowa dla mtodych
ptakow, (MD) mieszanka paszowa dietetyczna oraz (ME) mieszanka paszowa
energetyczna dla ptakow wykonujacych dalekie loty. Bazg surowcowa (Si) do
produkcji stanowia ziarna réznych gatunkow roslin. Produkcja polega na wy-
mieszaniu od kilku do kilkunastu gatunkow nasion, odpowiednio spreparowa-
nych i przygotowanych wedtug specjalistycznych receptur.

Technologia przygotowania mieszanek gotowych wymaga produkcji dwu-
etapowej. W pierwszej fazie przygotowywane sa potprodukty o symbolach han-
dlowych: (RL), (BP), (BK), (W), (R+M), ktore po przejsciu procesu lezakowa-
nia, w réznych proporcjach stanowia podstawg do produkcji wyroboéw finalnych
oraz moga rowniez by¢ przedmiotem sprzedazy dla hodowcow jako potprodukt
do bezposredniego skarmiania ptakow.

Jak tatwo zauwazy¢, przedstawiony proces produkcyjny jest procesem zto-
zonym drugiego typu (rys. 110). Wejscie do takiego procesu stanowi baza su-
rowcowa (zestaw kilkunastu gatunkow nasion réznych roslin paszowych), nato-
miast wyjsciem sa trzy produkty finalne — mieszanki (MM), (MD) i (ME).

Proces technologiczny produkcji mieszanek obrazuja tabele; tabela 26 za-
wierajaca  zestawienie surowcow do wyrobu potproduktow oraz tabela
27 — zestawienie wytworzonych potproduktéw uzytych do produkcji wyrobow
gotowych mieszanek paszowych.

Tabela 26. Zestawienie surowcow uzytych do wyrobu mieszanek specjalistycznych

(potproduktow)
. Mieszanki specjalne potprodukty
Lp. | Rodzaj surowca Jedn. | Symbol RL BP BK W RoM
1 groch nowozelandzki kg S, 0,00 | 0,11 | 0,21 | 0,01 0,00
2 | aryka kg S, 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,08 0,21
3 | konopie kg S; 0,00 | 0,00 | 0,10 | 0,13 0,00
4 | kukurydza ekstra kg S, 0,31 | 0,27 | 0,00 | 0,24 0,11
5 | owies tuszczony kg Ss 0,01 | 0,00 | 0,17 | 0,00 0,05
6 | peluszka kg Se 0,11 | 0,13 | 0,16 | 0,00 0,26
7 | proso kg S, 0,00 | 0,17 | 0,18 | 0,20 0,00
8 | pszenica ekstra kg Sg 0,29 | 0,00 | 0,00 | 0,09 0,22
9 | ryz paddy kg So 0,00 | 0,09 | 0,00 | 0,00 0,10
10 | stonecznik czarny kg Sio 0,11 | 0,00 | 0,00 | 0,04 0,05
11 |sorgo kg Si 0,16 | 0,10 | 0,18 | 0,00 0,00
12 | wyka kg Si» 0,00 | 0,13 | 0,00 | 0,21 0,00
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Tabela 27. Zestawienie potproduktow do wyrobu produktow finalnych
(gotowych mieszanek paszowych)

, Produkty finalne
Lp | Potprodukty MM | MD | ME
1 RL 1,00 | 2,00 | 1,00
2 BP 2,00 | 0,00 | 0,00
3 BK 0,00 | 1,00 | 2,00
4 W 1,00 | 0,00 | 2,00
5 R+M 0,00 | 2,00 | 1,00

Mieszanka dla
miodych zwierzat

owies fuszczony ——

peluszka —

stonecznik czarny —

sorgo — 013 021

wyka —

Rysunek 110. Graf Gozinto dla pétproduktu MM — mieszanki dla mlodych zwierzat

\ " f N
a1 4
owies luszczony — @[ = A‘leA 714,
1SN
<7 \

ry2 paddy — @U:M
0‘015
stonecznik czarny — @ 0,16

sorgo —
-

Rysunek 111. Graf Gozinto dla pétproduktu MD — mieszanki dietetycznej
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kukurydza ekstra — ( 4 : “ : ‘I
, RIS AN I
owies luszczony — @ . v 5 ar:‘:srgz‘:tr;cazna
‘ K

sorgo — ;
()

Rysunek 112. Graf Gozinto dla pétproduktu ME — mieszanki energetycznej

Rysunek 113. Schemat przeptywow surowcowych przy produkcji mieszanek paszowych

— graf Gozinto

Dla przedstawionej w formie graféw Gozinto struktury procesu produk-

cyjnego mieszanek paszowych nalezy wyznaczy¢ zaopatrzenie w surowce do
utrzymania produkcji przez okres 8 tygodni przy zapotrzebowaniu okreslonym
harmonogramem zamowien na wyroby finalne (MM, MD i ME ) oraz prognoza
popytu na mieszki specjalistyczne (potsurowce RL, BP, BK, W, R+M). Zesta-
wienie wielko$ci zamowien i prognoz popytu na wyroby finalne i1 potprodukty
przedstawia tabela 28.
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Tabela 28. Zestawienie wielko$ci zamowien 1 prognoz popytu na wyroby finalne i pétprodukty

Mieszanki zapotrzebowanie tygodniowe
1tydz. | 2tydz. | 3tydz. | 4tydz. | Stydz. | 6tydz. | 7tydz. | 8tydz.

RL 12,0 10,0 5,0 9,0 11,0 20,0 14,0 6,0
BP 11,0 15,0 8,0 4,0 12,0 15,0 6,0 15,0
BK 6,0 14,0 7,0 8,0 9,0 14,0 7,0 14,0
W 5,0 2,0 5,0 8,0 8,0 12,0 15,0 12,0
R+M 8,0 5,0 7,0 12,0 10,0 12,0 5,0 10,0
MM 70,0 75,0 25,0 95,0 85,0 90,0 80,0 95,0
MD 120,0 130,0 60,0 150,0 150,0 120,0 145,0 135,0
ME 180,0 220,0 120,0 180,0 175,0 150,0 152,0 165,0

11.3. POSTEPOWANIE ALGEBRAICZNE GOZINTO

Przyjmujac wprowadzone juz oznaczenia, mozemy stwierdzi¢, ze suma-
ryczne zapotrzebowanie na surowce i potprodukty w dowolnym wezle grafu
k € V a wytworzone w weztach poprzednich (7)) sktada si¢ z zapotrzebowania
wewnetrznego () takiego, ktore bedzie wykorzystywane w dalszych etapach
produkcji oraz zapotrzebowania zewngetrznego (dy), ktore w postaci pétproduktu
w wyniku realizacji zamowien zewngtrznych od klientow bedzie odsprzedawane.
Mozna zatem zapisa¢ wzorem:

Fe=Yi T d.

Uwzgledniajac przedstawiong rowno$¢ dla wszystkich weztow grafu
Gozinto, otrzymujemy uktad, ktory zgodnie z zapisem macierzowym, mozemy
przedstawi¢ jako rownanie wektorowe:

r=y+d
gdzie:

— wektor r przedstawia wytwarzang produkcje na poszczegdlnych stano-
wiskach,

— wektor y przedstawia wielko$ci produkeji kierowane do dalszego prze-
twarzania na innych stanowiskach,

— wektor d przedstawia ile i jakich wyrobow, a wigc potproduktow i pro-
duktow koncowych jest wytworzonych dla klientow.

Przy znanym zapotrzebowaniu na produkcje wyrobow finalnych lub poét-
produktow wytworzonych w dowolnych weztach, a wigc gdy znany jest wektor
d, poszukiwanymi wielkoSciami sg wektory riy.

Mozemy zatem przedstawi¢ wektor y jako funkcje wektora r:

y=A-'r
gdzie:

A jest macierza incydencji zapisana na podstawie grafu Gozinto:

r=A-r +d
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Jest to rownanie wektorowe, w ktorym znamy wektor zamowien d oraz
macierz incydencji A, a nie znamy wektora zapotrzebowania sumarycznego r.
Mozemy réwniez zapisaé, zgodnie z zasadami rachunku wektorowego, ze:

r=I1-A)"d.

Wystepujaca w rownaniu macierz I oznacza macierz jednostkowa. Ponie-
waz w macierzy A na gltownej przekatnej wystgpuja same zera macierz jednost-
kowa ma na gtéwnej przekatnej same jedynki. W wyniku wykonania dziatania
odejmowania otrzymamy macierz z wartosciami dodatnimi (jedynki) na swojej
gtéwnej przekatnej. Jest to gwarancjq istnienia macierzy odwrotne;j.

W celu skrocenia zapisu wprowadzmy:

V=(I-A)".
Po wprowadzeniu tego uproszczenia wektor r mozemy zapisa¢ w postaci:
r=V -d

Macierz V jest w prawdzie macierza powstata w wyniku przeksztatcen na
macierzach, lecz ma réwniez swoja praktyczna interpretacje.

— element v macierzy okresla ile jednostek wyrobu z wezta j potrzeba do
wyprodukowania 1 jednostki wyrobu w wezle £;

— w macierzy V otrzymujemy elementy r6zne od zera dla kazdej pary we-
ztow, dla ktorej nastgpuje bezposredni lub posredni przeptyw materiatow;

— dokonujac mnozenia macierzy V przez wektor zapotrzebowania ze-
wngetrznego d, otrzymujemy poszukiwany wynik, jakim jest taczne zapotrzebo-
wanie na wszystkie wyroby, a wigc potprodukty i surowce niezbedne do wyko-
nania zamowienia;

— elementy macierzy V sa okreslone przez technologi¢ wytwarzania pro-
duktu finalnego i moga by¢ wyznaczane niezaleznie od przewidywanej sprzedazy;

— sktadowe wektora d sa okreslane na podstawie informacji o przewidy-
wanej sprzedazy.

Macierz incydencji A sporzadzona na podstawie grafu Gozinto (rys. 113)
przedstawia tabela 29.

Ostatecznie, mnozac macierz V przez kolejne wektory zapotrzebowania d
(tab. 28) otrzymujemy wymagana wielko$¢ zapotrzebowania na surowce i pot-
produkty w kolejnych tygodniach.

Tabela 32 przedstawia wyliczone zapotrzebowanie na surowce, polpro-
dukty 1 gotowe mieszanki w poszczegolnych o$miu tygodniach.
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Tabela 32. Zapotrzebowanie na surowce, potprodukty, gotowe mieszanki

. . zapotrzebowanie tygodniowe
Mieszanki 3 T tvdz. [ 3tydz. | 4tydz. | 5tydz. | 6tydz | 7tydz. | 8 tydz.

Sy 123 149 74 135 131 117 118 128
S, 125 146 73 140 137 117 126 128
S; 105 129 66 112 108 96 97 105
S, 348 404 191 399 386 348 356 375
Ss 109 132 67 119 116 99 105 109
Se 264 309 151 300 294 254 270 278
S, 200 243 119 219 211 192 190 208
Sg 279 323 157 319 312 270 290 293
So 56 64 30 67 65 58 60 63
Sio 94 109 53 107 105 91 97 99
NI 183 216 104 206 201 178 184 192
S, 111 133 64 122 117 110 105 118
RL 502 573 270 584 571 500 536 536
BP 151 165 58 194 182 195 166 205
BK 486 600 307 518 509 434 456 479
w 435 533 270 463 443 402 399 437
R+M 428 493 247 492 485 402 447 445
MM 70 75 25 95 85 90 80 95
MD 120 130 60 150 150 120 145 135
ME 180 220 120 180 175 150 152 165
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12. SZTUCZNE SIECI NEURONOWE

Rozdzial ten jest poswigcony sztucznym sieciom neuronowym — cieka-
wym i wielce obiecujacym systemom przetwarzania informacji w celu podej-
mowania decyzji. Zainteresowanie sieciami wynika m.in. z faktu, ze dostosowa-
nie sieci do wykonania okre$lonego zadania odbywa si¢ zazwyczaj poprzez
uczenie jej, przez uzycie zestawu pobudzen i odpowiadajacych im reakcji, a nie
przez specjalne algorytmy, programy itp. Mowiac o sieciach neuronowych, czg-
sto zamiennie uzywamy nazwy neurokomputery, majac na mysli urzadzenia,
ktorych budowa podobna jest do biologicznej struktury mézgu ludzkiego, badz
ktora dziata tak jak dziatatby mozg.

Dzisiejsze, tak szerokie 1 powszechne zainteresowanie sieciami neurono-
wymi zarowno wsrod inzynierow, przedstawicieli nauk $cistych — matematyki
i fizyki oraz biologéw czy neurofizjologéw wynika przede wszystkim z poszu-
kiwan sposoboéw budowy bardziej efektywnych i bardziej niezawodnych urza-
dzen do przetwarzania informacji, a uktad nerwowy jest tutaj niedosciglym wzo-
rem. Moézg czlowieka ciagle jest najpotezniejszym z istniejacych obecnie
urzadzen liczacych do celow przetwarzania informacji w czasie rzeczywistym.
Fascynacje mozgiem, jego wlasnosciami (odpornoscia na uszkodzenia, rownole-
glym przetwarzaniem itp.) juz w latach 40. zaowocowaly pracami, ktorych fun-
damentalne znaczenie odczuwamy jeszcze dzisiaj

12.1. GENEZA I BIOLOGICZNE PODSTAWY
SZTUCZNYCH SIECI NEURONOWYCH

Sztuczne sieci neuronowe (ang. artificial neural networks) maja zdolno$¢
postugiwania si¢ wiedza zblizona do stosowanej przez istoty ludzkie oraz adap-
tacji tej wiedzy na podstawie bodzcow (danych) od otoczenia. Maja one swoje
korzenie w wielu dyscyplinach naukowych, takich jak cybernetyka, sztuczna
inteligencja (ang. artificial intelligence), teoria zbiorow rozmytych (ang. fuzzy
sets theory), teoria grupowania danych, rozpoznawanie obrazow, czy metody
optymalizacji, a przede wszystkim nauki biologiczne z medycyna 1 neurologia
na czele. Sieci te umozliwiaja rozwiazywanie problemoéw dotyczacych podej-
mowania decyzji, modelowania rzeczywistosci, sterowania procesami, progno-
zowania, klasyfikacji obiektow na podstawie niepelnych i nieprecyzyjnych da-
nych. Istoty ludzkie przy wykonywaniu powyzszych zadan wykorzystuja swoja
inteligencjg. Inteligencja sieci neuronowych rozwija si¢ przez wykonywanie
obliczen, a w zwiazku z tym moéwimy o tzw. inteligencji obliczeniowej (ang.
computational intelligence,). Systemy oparte na sztucznych sieciach neurono-
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wych maja zdolnos¢ uczenia sig, podobnie jak ich odpowiedniki biologiczne lub
szerzej jak istoty inteligentne.

Sztuczne sieci neuronowe sa systemami, ktorych struktura jest w mniej-
szym lub wigkszym stopniu wzorowana na dziataniu ludzkiego systemu nerwo-
wego 1 mozgu. Podstawowa jednostka funkcjonalna tego systemu, zwanego
biologicznq sieciq neuronowgq, jest komorka nerwowa lub neuron. W uproszcze-
niu mozemy powiedzie¢, ze system nerwowy odbiera zmiany zachodzace za-
rowno w Srodowisku zewnetrznym, jak i wewnatrz organizmu, przewodzi je
1 przetwarza w celu wypracowania odpowiednich reakcji. Przez odpowiednia
reakcj¢ rozumiemy taka, ktora pozwala organizmowi przezy¢ i zachowac home-
ostaze, czyli to zdolnos¢ organizmu do utrzymania statych parametréw §rodowi-
ska wewngetrznego organizmu, na przyktad temperatury, objgtosci ptynéw, mimo
zmieniajacych si¢ warunkdéw otoczenia. Za odbieranie bodzcow sa odpowie-
dzialne wyspecjalizowane narzady zmystow, ktoére mozemy podzieli¢ na ekste-
roreceptory odbierajace sygnaly z otoczenia organizmu, proprioceptory podaja-
ce informacj¢ o polozeniu réznych czesci ciata i wreszcie interoreceptory. ktore
wykrywaja zmiany zachodzace wewnatrz organizmu. W zaleznosci od typu od-
bieranych bodzcéw mamy chemoreceptory, mechanoreceptory, termoreceptory.
elektroreceptory 1 fotoreceptory ipt. Bodzce odbierane z narzadow zmystow sa
przewodzone do osrodkowego uktadu za pomoca neuronéw czuciowych. Na
podstawie doprowadzonych do o$rodkowego uktadu nerwowego informacji sa
podejmowane decyzje dotyczace reakcji na odebrane bodzce. Decyzje te sa
przekazywane do efektorow za pomoca neuronéw ruchowych. Przyktadem
efektor6w moga by¢ migénie lub gruczoty wydalania wewngtrznego. Typowy
neuron jest przedstawiony na rysunku 114.

dendryty

kolby
synaptyczne

cial?)
\ komorki

Rysunek 114. Typowa komorka nerwowa — neuron
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Najwigksza czgscia neuronu jest zbudowane z cytoplazmy, jadra i orga-
nelli cialo komoérki. Od ciata komorki odchodza dwa typy wypustek cytopla-
zmatycznych, liczne dendryty oraz pojedynczy akson (neuryt). Dendryty i akso-
ny uczestnicza w przekazywaniu impulséw elektrycznych o krotkim czasie
trwania, zwanych impulsami nerwowymi. Dendryty sa rozgalgzionymi widkna-
mi wyspecjalizowanymi w odbieraniu bodzcéw od innych neuronéw lub narza-
déw zmyshu i przekazywania ich do ciala komorki. Akson przewodzi impulsy
nerwowe z ciata komorki do innych neuronow lub efektoréw. Akson, ktorego
dtugo$¢ moze przekracza¢ jeden metr, ma zazwyczaj odgalgzienia boczne, co
umozliwia przekazywanie pobudzen do wielu innych neuronoéw. Zakonczeniami
aksonow sa tzw. kolby synaptyczne, ktore uwalniajac zwiazki chemiczne zwane
neurotransmiterami przekazuja pobudzenia do sasiednich neuronéw. Przekazy-
wanie informacji migdzy neuronami odbywa si¢ przez przewodzenie synaptycz-
ne. Jezeli szeroko$¢ szczeliny synaptycznej jest mniejsza niz dwa nanometry, to
synapsg taka nazywamy elektryczna. W tym przypadku impuls nerwowy jest
przekazany przez przewodzenie elektryczne z jednej komorki do drugiej. Jezeli
szeroko$¢ szczeliny synaptycznej wynosi okoto 20 nm, to przekazywanie pobu-
dzen odbywa sig na drodze chemicznej. Sygnaty wysylane w ten sposéb moga
zaréwno pobudzac, jak i hamowac aktywno$¢ sasiednich komorek nerwowych.

W sztucznej sieci, poszczegdlne neurony moga petnic jedna z trzech rol:

— neuronu wejsciowego, ktory pobiera informacje wejsciowe z zewngtrz-
nego srodowiska;

— neuronu ukrytego (wewngtrznego), ktory stanowi posrednie ogniwo na
drodze kolejnych przeksztalcen przenoszonych sygnatow;

— neuronu wyj$ciowego, ktory stanowi wyprowadzenie sygnatu odzwier-
ciedlajacego rezultat przetwarzania dokonanego przez siec.

Mimo ze zasada dzialania pojedynczego neuronu jest bardzo prosta, to —
dzigki wystepowaniu ich w duzej liczbie i we wzajemnych potaczeniach — zor-
ganizowana sie¢ neuronoéw jest w stanie odzwierciedla¢ pewna wiedzg i genero-
wa¢ zadowalajace rozwiazania postawionych zadan. W odréznieniu od klasycz-
nego sposobu przetwarzania informacji, stosowanego we Wwspolczesnych
komputerach, sie¢ neuronowa nie wymaga zaprogramowania algorytmu, ktory
opisywalby krok po kroku kolejne czynnosci do wykonania, aby przeksztalci¢
dane wejsciowe w oczekiwany rezultat — ,,wiedza” sieci o sposobie rozwiazy-
wania zadania jest ukryta w jej strukturze, tj. w charakterystyce neuronow i po-
faczen, z ktorych sie€ sig sktada, a charakterystyka ta powstaje nie poprzez za-
programowanie, lecz przez uczenie sieci.
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12.2. MODELE NEURONU

W 1943 roku W. McCulloch i W. Pitts, zainspirowani modelem biologicz-
nym, przedstawili model neuronu jako uktadu z pewnym progiem wrazliwosci.
Uktad ten ma dwa typy wejs¢: pobudzajace i hamujace. Dodatkowo przyjgli
zalozenia, ze:

— aktywno$¢ neuronu jest procesem typu wszystko albo nic,

— opoznienie w propagacji pobudzenia wystepuje jedynie w przewodzeniu
synaptycznym,

— wystgpowanie potencjatu na ktorymkolwiek wejsciu hamujacym unie-
mozliwia aktywacj¢ neuronu,

— aby neuron byl w stanie aktywnym, pewna ustalona liczba wejs¢ pobu-
dzajacych musi by¢ w stanie aktywnym.

L

Rysunek 115. Model neuronu

Przedstawiony na rysunku 115 model neuronu, mozna opisa¢ zaleznoscia:
N
y= f(z WyX; — 9) (78)
=

— gdzie f(-) jest funkcja aktywacji, wspotczynniki w; sa wagami pota-
czen synaptycznych a @ jest progiem wrazliwosci neuronu.

N
Wyrazenie ZWixl. =z, oznacza zagregowany sygnal wchodzacy do
i=1

i-tego neuronu.
Argument funkcji f(-)jest nazywany potencjalem aktywacji. Funkcja ak-

tywacji moze przyjmowac r6zna postac:
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— funkcja progowa o postaci:

(79)

1, d 0
y,.=f(z,):{ 84 Z'>}

0, gdy z <0

W takim przypadku neuron jest w stanie aktywnym, gdy suma wazona sy-
gnatéw wejsciowych x, jest wigksza lub rowna wartosci progu wrazliwosci 0.
W zalezno$ci od znaku wagi w, odpowiadajace jej wejscie jest typu pobudzajq-
cego lub hamujqcego. Dla przedstawionej wyzej funkcji aktywacji neuron jest
nazywany perceptronem. Poniewaz w tym przypadku na wyj$ciu neuronu moga
pojawiac sig jedynie wartosci 0 lub 1, méwimy, ze neuron ten dziata zgodnie z
zasadq wszystko albo nic. W praktyce zazwyczaj stosuje si¢ modele neuronu
dopuszczajace stany posrednie, tj. nalezace do przedziatu [0,1]. Przez analogi¢
do warto$ci przyjmowanych przez funkcje przynalezno$ci neurony takie sa na-
zywane niekiedy rozmytymi, a f(x)€ [0,1] jest stopniem aktywacji neuronu.

— funkcja liniowa o postaci:

y.=f(z)=z (80)

— funkcja nieliniowa S — ksztaltna (sigmoidalna), np. logistyczna:

! (81)

1+e

y.=f(z)=

12.3. BUDOWA SIECI NEURONOWYCH

Z powodu duzej roznorodnos$ci stosowanych struktur sztucznych sieci neu-
ronowych trudno jest poda¢ jednolita definicjg, ale najpetniejsza wydaje si¢ na-
stepujaca. Sie¢ neuronowa jest uktadem ztozonym z bardzo wielu prostych ele-
mentow, neurondéw, dzialajacych w trybie réwnoleglym i majacym naturalng
zdolno$¢ uczenia si¢ na podstawie przykladéw oraz stosowania tak uzyskanej
wiedzy do przysztych nieznanych sytuacji. Wiedza jest gromadzona w wagach
polaczen synaptycznych w,. Sieci neuronowe charakteryzuja nastgpujace istotne
cechy:

— adaptacyjnos¢, to znaczy zdolno$¢ uczenia si¢ przez dostosowanie pa-
rametréw i struktury sieci do zmian otoczenia;

— uogdlnianie, czyli zdolno$¢ wypracowywania rozsadnych decyzji w sy-
tuacjach, z ktérymi sie¢ nie miata dotychczas stycznosci;

— rownolegtos¢ obliczen, czyli w przeciwienstwie do komputera, gdzie in-
strukcje sa wykonywane sekwencyjnie, w sieciach neuronowych obliczenia sa
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wykonywane jednoczesnie przez duza liczbg potaczonych wzajemnie jednostek
— neuronow;

— nieliniowos¢, rozumiana jako zdolno$¢ modelowania nieliniowych za-
leznosci wyjsciowo-wejsciowych przez siec;

— odpornos¢ na bledy, czyli zdolnos¢ dziatania, mimo pewnych us oraz
takze zdolno$¢ uczenia si¢ na podstawie danych blednych, niepetnych, rozmy-
tych 1 nieprecyzyjnych.

Ze wzgledu na architekture potaczen wystgpujacych migdzy neuronami
wyrdznia si¢ nastepujace typy sieci neuronowych:

— jednowarstwowe,

— wielowarstwowe,

— rekurencyjne.

Podziat na warstwy polega na pogrupowaniu neuronéw w uporzadkowane
klasy w taki sposob, ze do neuronéw w danej klasie prowadza polaczenia wy-
tacznie od neuronow z wezesniejszych klas (warstw).

Najprostszym wariantem architektury sieci neuronowej, niemajacej pota-
czen rekurencyjnych jest sie¢ jednowarstwowa. Przyktadowsa strukturg takiej
sieci przedstawia rysunek 116.

Rysunek 116. Przyktadowa sie¢ neuronowa jednowarstwowa nierekurencyjna

Neurony, w ktorych nastepuje przetwarzanie sygnatdow, oznaczone sa du-
zymi okregami i tworza warstwe neuronow. Komorki oznaczone okregami
mniejszymi formalnie sg rowniez neuronami, ale rola ich jest pasywna, gdyz
jedynie wprowadzaja one sygnaly wejsciowe do sieci, a nie przetwarzaja ich
1 nie sa traktowane jako warstwa sieci. Szczegdlnym przypadkiem jest pomocni-
czy neuron wejSciowy oznaczony 1 — jest to tzw. wysylajacy stale do polaczo-
nych z nim neurondéw sygnat o sile 1. Dzigki obecnosci bias sie¢ ma mozliwosci
dopasowywania swojego dziatania do oczekiwanych rezultatéw. W wigkszo$ci
przypadkow stosowania sieci neuronowych bias jest uwzgledniany w strukturze
sieci, lecz — ze wzgledu na swoj pomocniczy charakter — nie bywa nawet uwi-
dacznianym na schemacie.
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Powyzsza sie¢ neuronowa ma trzy wejscia (oraz bias) i trzy neurony wyj-
sciowe. W przedstawionej sieci neurony wejsciowe sa potaczone z neuronami
wyjsciowymi na zasadzie kazdy z kazdym — jest to podejscie najczesciej sto-
sowane, gdyz trudno z wyprzedzeniem przewidzie¢, ktore polaczenia w sieci
beda potrzebne dla poprawnego jej dziatania, a ktére okaza si¢ zbedne.

Kazde potaczenie ma wage, ktorej wartos¢ jest ustalana w procesie uczenia
sieci w taki sposob, aby kolejne przetworzenia sygnatow wejsciowych daty
w neuronach wyjsciowych rezultaty mozliwie jak najblizsze pozadanym wyni-
kom. Latwo zauwazy¢, ze gdyby$smy rozpatrzyli sie¢ jednowarstwowa z neuro-
nami o liniowej funkcji aktywacji, to sygnal na i-tym neuronie wyjsciowym
bedzie kombinacja liniowa sygnalow wejsciowych (z wyrazem wolnym), tj:

N-1
Vi = Z XWy |+ Wy (82)
j=1
gdzie:
N —liczba neuronow wejsciowych (z ktorych N-1 to faktyczne sygnaly
wejsciowe, a neuron N — to bias),
x;  — warto$¢ sygnatu na wejsciu do j-tego neuronu,
w;  — waga potaczenia migdzy neuronem j a neuronem i.

Poszukiwanie takich wag wy, aby otrzymywane w wyniku dziatania sieci
neuronowych wartosci y; byty jak najblizsze pozadanym rezultatom, kojarzone
moze by¢ z poszukiwaniem parametrow liniowej funkcji regresji w celu znale-
zienia warto$ci zmiennej zaleznej. Skojarzenie to stanowi dobry punkt wyjscia
do analizy potencjalnych mozliwosci wynikajacych z budowy sieci bardziej
skomplikowanych, w ktorych neurony beda postugiwaty si¢ funkcja aktywacji
inna niz liniowa oraz beda zorganizowane w wigcej niz jedna warstwe.

Do bardziej skomplikowanych probleméw zastosowane bgda wige sieci
wielowarstwowe.

Schemat budowy wielowarstwowej sieci neuronowej o k-warstwach
przedstawia rysunek 117.

Na rysunku 117 jest przedstawiona ogdlna struktura wielowarstwowych
sieci neuronowych. W schemacie, oprocz neuronow wejsciowych oraz warstwy
neurondow wyjsciowych, wystepuje rowniez co najmniej jedna warstwa neuro-
néw ukrytych. Zastosowanie warstwy lub warstw ukrytych oraz nieliniowej (np.
S-ksztaltnej) funkcji aktywacji pozwala sieci lepiej prognozowaé wartosci sy-
gnatéw na wyjsciu. W szczegdlnosci przyjmuje sig, ze sie¢ z dwiema warstwami
ukrytymi, sktadajacymi si¢ z neurondow o logistycznej funkcji aktywacji, jest
w stanie dokonywac regresji nieliniowej odpowiadajacej praktycznie dowolnej
postaci funkcyjne;j.
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dane wejsciowe

wyjscie (rezultaty)

warstwa 1 warstwa k-1 warstwa k

Rysunek 117. Schemat budowy sieci wielowarstwowej (o k warstwach)

Wszystkie rozpatrywane powyzej warianty opisywaly sieci jednokierun-
kowe (feedforward), tzn. takie, gdzie neurony mozna byto uszeregowac¢ w kolej-
nosci od ,,wczesniejszego” do ,,pozniejszego”, zgodnie z kierunkiem przebiegu
sygnatéw w sieci. Inaczej mowiac, graf, ktorego wierzchotkami sa wystepujace
w sieci neurony, a tukami potaczenia migdzy nimi, mial wlasciwos¢ acykliczno-
Sci. Sieci neuronowe, opisane grafem pozbawionym tej wlasciwosci, sa nazywa-
ne sieciami rekurencyjnymi.

Ideg sieci rekurencyjnej ilustruje rysunek 118. Dla wigkszej przejrzystosci
polaczenia rekurencyjne zaznaczono liniami pogrubionymi.
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Rysunek 118. Schemat budowy sieci rekurencyjnej

Sieci rekurencyjne stanowia kolejny krok w kierunku budowania archi-
tektur coraz wierniej odpowiadajacych prawdziwemu systemowi nerwowemu,
pozwalajacych rozwiazywaé bardziej skomplikowane problemy. Jednocze$nie
wystgpowanie cyklicznych potaczen migdzy neuronami wprowadza dodatkowe
trudnosci w opisie i analizie sieci.

175



Grafy i sieci w technikach decyzyjnych...

12.4. UCZENIE SIECI NEURONOWYCH

Tworzenie sieci neuronowej, ktéra ma rozwiazywaé zadany problem,
sprowadza si¢ do realizacji dwoch glownych etapow, tj.:

— okreslenia struktury sieci, tzn. liczby neuronéw, ewentualnego ich podziatu
na warstwy, wyboru typu funkcji aktywacji dla poszczeg6lnych neuronow;

— nauczenia sieci dziatania odpowiedniego dla rozwigzywanego problemu.

Pierwszy z tych etapéw wymaga aktywnego i koncepcyjnego udziatu
uzytkownika, a drugi — po okresleniu stosownych zalozen — jest realizowany
automatycznie.

Rozréznia si¢ dwa typy uczenia sieci: z nauczycielem (supervised learning)
oraz bez nauczyciela (unsupervised learning).

12.4.1. Uczenie sieci neuronowych z nauczycielem

Wagi przyporzadkowane potaczeniom miedzy poszczegdlnymi neuronami
musza zosta¢ ustalone w taki sposob, aby zminimalizowac blad na wyjsciu sieci
(r6znice migdzy sygnalami generowanymi przez sie¢ a pozadanymi wartosciami
tych sygnatéw). W tym celu nalezy zgromadzi¢ mozliwie duzy zbiér danych
wejsciowych (zbiér uczacy) dla zagadnienia, ktore sie¢ ma rozwiazywac, wraz
z pozadanymi warto$ciami wynikow (sygnatdéw na wyjsciu sieci). Wiasciwe
warto$ci wag sa nastgpnie wyznaczane przy uzyciu odpowiedniego algorytmu
po analizie zachowania sieci w poszczeg6lnych przyktadowych przypadkach ze
zbioru uczacego. Podstawowym algorytmem poszukiwania wlasciwych wag jest
metoda spadku gradientu.

Oznaczmy, dla przykladu w sieci jednowarstwowej jednokierunkowej
przez K liczbg neurondw wejsciowych, a prze L liczbg neurondéw wyjsciowych.
Potaczenie neuronéw wejsciowych z wyjsciowymi jest realizowane na zasadzie
kazdy z kazdym, czyli kazdy neuron wejsciowy jest potaczony z kazdym neuro-
nem wyjsciowym. Mozemy zatem powiedzie¢, ze w takiej sieci wystgpuje
KX L, z ktorych kazde potaczenie ma swoja przypisana wage. Zatézmy ponad-
to, ze neurony wyjsciowe generuja sygnaly na wyjsciu jako liniowa kombinacj¢
sygnatow wejsciowych — mozemy zatem mowi¢ o liniowej funkcji aktywacji
neuronéw wyjsciowych.

Dla kazdego przypadku ze zbioru uczacego mamy dane:
X= [xl. ] g — Wektor sygnatlow wejsciowych,

d= [d]

Oznaczmy réwniez przez W= lw.. JM macierz wag potaczen. Dla przyjetych

g

| — Wektor oczekiwanych wartosci sygnatow wyjsciowych.

warto$ci wag sygnaty na wyjsciu z sieci beda obliczane wedtug wzoru:

y=)xw ;o V (83)
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Jesli zdefiniujemy zbior sygnatow wyjsciowych jako wektor y =[y,. ]LX] to
mozemy powyzsze przedstawi¢ w postaci rachunku macierzowego:
y = Wx.

Oznaczmy dalej przez E funkcje btedu sygnatow wyjsciowych jako poto-
we sumy kwadratow réznic migdzy pozadanymi a otrzymanymi wartosciami
sygnatéw wyjsciowych:

1 L
E=22.(d=y) (84)

Przy tak zdefiniowanej funkcji bledu sieci neuronowej, wyznaczajac po-
chodna tej funkcji, mozna zbada¢ wplyw wag poszczegélnych potaczen na war-
tos¢ btedu catej sieci, wyprowadzajac:

OE OF oy,
—_— =—ﬂ= —(d, —yl.)xj dla i=1,23..L oraz j=1,23..K
ow; I, Ow,

Warto$¢ obliczonej pochodnej stanowi oszacowanie przyrostu funkcji bte-
du w odpowiedzi na jednostkowy przyrost wartosci wagi w;. Aby poprawi¢
warto$¢ bledu sieci neuronowej, nalezaloby do obecnej wartosci w; dodac¢
wspotczynnik btedu sieci dany zalezno$cia:

OE _
S

i

Awg/ =-n n(d, _yi)xj (85)

gdzie 77 jest wspotczynnikiem uczenia okreslajacym tempo modyfikowania wag
potaczen.

Dochodzenie do optymalnej wartosci wagi polaczenia w metodzie spadku
gradientu polega na krokowym zwigkszaniu lub zmniejszaniu wagi w kierunku
wskazywanym przez nachylenie krzywej btedu w danym punkcie. Wspotczyn-
nik uczenia jest istotnym czynnikiem wpltywajacym na skuteczno$¢ uczenia
sieci, decyduje bowiem o dlugosci kroku w kierunku uzyskania oczekiwanej
poprawy wag. Zbyt mata wartos¢ wspdtczynnika uczenia bedzie skutkowaé bardzo
wolnym dochodzeniem do optymalnych wartosci wag, natomiast zbyt duza jego
wartos¢ moze powodowac brak zbieznosci wag do optymalnych wartosci.

Calosciowy proces uczenia jednokierunkowej i jednowarstwowej sieci
neuronowej mozna opisa¢ za pomoca postgpowania iteracyjnego:

Krok 1: Przyjmiemy losowo poczatkowe wartosci wag potaczen.
Krok 2: Zerujemy wspotczynniki korekty wag dl wszystkich polaczen:

Aw,; =0 dla i=123...L oraz j=123..K
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Krok 3: Dla kazdego zestawu danych wejsciowych (dla kazdej pary x, d):

— uzywajac biezacych wag potaczen w sieci obliczamy wartosci sygnatow
wyjsciowych y;, v, ...... y, otrzymane po wprowadzeniu wartosci
wektora x jako sygnatow wejsciowych do sieci neuronowej,

— dla kazdego potaczenia (i-/) powigkszamy warto$¢ Awj, o wielko$¢ ko-

rekty wynikajacej z btedu sieci neuronowej w rozpatrywanym ze-
stawie danych wejsciowych: Aw, = Aw, +71(d; —y))x; .
Krok 4: Dla kazdego potaczenia (i-j) wprowadzamy korekte wagi:
W, = w, +Aw,.

Krok 5:  Gdy nie osiagnelismy satysfakcjonujacego wyniku powracamy
do kroku 2.

Postepowanie iteracyjne polegajace na wykonaniu krokéw 2—4 jest nazy-
wane epoka (epoch). Proces uczenia trwa wiele epok i konczy sig, gdy btedy
popehniane przez sie¢ przestaja ulega¢ zauwazalnej poprawie lub, gdy wystepuja
oznaki przeuczenia sieci.

Przeanalizujmy teraz przebieg procesu uczenia prostej sieci jednowar-
stwowe] przyjmujacej trzy sygnaly wejsciowe (oraz bias) i majacej jedno
wyjscie (rys. 119) Dane sa cztery przyktadowe zestawy wartosci sygnatow wej-
Sciowych wraz z odpowiadajacymi im pozadanymi warto$ciami sygnalu wyj-
Sciowego (tab. 34).

Tabela 33. Dane do procesu uczenia sieci neuronowe;j

Zestaw danych Wejscie Wyjscie
S| X3 X3 d
3 -4 2 5 11
Xy
Q
N
Wi
Xz
O—
XEO/WB‘/,
g
X4=1 0“

Rysunek 119. Przyktadowy schemat sieci neuronowej przyjetej do obliczen
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Tabela 34. Rezultaty wygenerowane przez sie¢ neuronowa przy poczatkowymzestawie wag

Wygenerowany Btad
Zestaw - L,
o sygnal wyjsciowy neuronu wyjsciowego
danych wyjsciowych y E
1 4,408 6,451
2 5,608 0,077
3 4,445 119,274
4 2,944 7,778
Przecigtna warto$¢ btedu 33,395

Zgodnie z pierwszym krokiem przyjetego postgpowania uczenia sieci neu-
ronowej rozpoczynamy, przyjmujac losowe wartosci poczatkowe wag zatozmy,
ze otrzymane wartosci to: wy; = 0,299, w; =0,567, w3 =0,899, w4, =0,012.

Dla powyzszych wartosci wag potaczen obliczamy — zgodnie ze wzorem
(54) — sygnat na wyjsciu sieci (y) oraz obliczamy — zgodnie ze wzorem (55) —
wielkos¢ bledu neuronu wyjsciowego (E). W tabeli 35 zestawiono uzyskane
wyniki warto$ci sygnatu wyjsciowego i wielkosci btedu neuronu wyjsciowego.

Wielkosci korekt, obliczone zgodnie ze wzorem (56) dla kazdej wagi oraz
z uwzglednieniem kazdego z zestawoéw danych uczacych, zapisane zostaty
w tabeli 36. Warto$¢ wspotczynnika uczenia przyjgto na poziomie 7 =0,01.

Tabela 35. Wyniki obliczen korekt wag sieci neuronowej

Waga Wartosé Wielko$¢ korekty Warto$¢
poczatkowa | zestaw 1 | zestaw 2 | zestaw 3 | zestaw 4 | lacznie | skorygowana
Wi 0,299 0,108 0,004 0,618 0,000 0,729 1,028
Wio 0,567 0,108 0,012 -0,309 -0,079 -0,268 0,299
W13 0,899 0,072 0,016 -0,772 -0,079 -0,764 0,135
Wig 0,012 0,036 0,004 -0,154 -0,039 -0,154 -0,142

Wyznaczone, nowe warto$ci skorygowane wag polaczen stanowia podsta-
we do obliczenia nowych warto$ci sygnatéw wyjsciowych generowanych przez
sie¢ neuronowa po pierwszej iteracji. Wyniki uzyskiwanych sygnatow i wielko-

Sci bledow zawarto w tabeli 37.

Tabela 36. Rezultaty generowane przez sie¢ po pierwszej korekcie wag

Wygenerowany Btad
Zestaw - L, .
o sygnal wyjsciowy neuronu wyjsciowego
danych wyjsciowych y E

1 9,25632 0,78917

2 2,68866 5,482486

3 0,94773 71,37413

4 -0,71025 0,041978
Przecietna warto$¢ btedu 19,42194
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Mozna zauwazy¢, ze przecigtna wielko$¢ btedu neuronu wyjsciowego ule-
gla zmniejszeniu w pordwnaniu z przedstawiona w tabeli 35.

W rezultacie wielokrotnego powtarzania krokéw 2—5 algorytmu wagi po-
taczen beda stopniowo korygowane w kierunku pozwalajacym na redukcje bledu
otrzymywanych sygnatéw wyjsciowych.

Przedstawiona metoda pozwala korygowacé wagi jedynie potaczen prowa-
dzacych do neurondéw wyjsciowych sieci, gdyz tylko dla nich sa znane pozadane
stany sygnatow, przez co mozliwe jest porownanie biezacego dziatania polaczen
ze stanem, jaki nalezy uzyska¢. W zwiazku z tym metoda ta jest wystarczajaca
jedynie dla sieci jednowarstwowych. Uogolnieniem przedstawionego postgpo-
wania na przypadki sieci, ktore moga zawiera¢ rowniez ukryte warstwy neuro-
néw, jest metoda wstecznej propagacji bledéw (backpropagation). Sie¢ neu-
ronowa wielowarstwowa z warstwami ukrytymi przedstawia rysunek 117.

Przyjmijmy, ze neurony w sieci sa ponumerowane liczbami naturalnymi.
Wprowadzmy oznaczenia:

P°(i) — zbidr neurondw poprzedzajacych neuron i, tzn. takich, z ktorych

sygnat jest przesylany do neuronu i,
P’ (i) — zbidr neurondw nastgpujacych po neuronie i, tzn. takich, do kto-

rych jest wysytany sygnal z neuronu i,
z, — zagregowany sygnat wchodzacy do neuronu i,

v, — sygnat wychodzacy z neuronu i,
f (), — funkcja aktywacji neuronu i.

Dla neurondéw wejsciowych, czyli takich neurondw i, ze P"(i)=@, sygnat
wchodzacy do neuronu jest sygnatem wejsciowym sieci. W pozostatych przy-
padkach, czyli dla neuronéw nalezacych do warstwy ukrytej lub wyjsciowe;,
wartosc z;, jest obliczana jako wazona suma sygnatow wychodzacych od neuro-
néw je poprzedzajacych:

z= Y.y, (86)

jePV(i)

Sygnat wychodzacy z neuronu stanowi przeksztatcenie sygnatu wchodza-
cego dokonane za pomoca funkcji aktywacii, tj.:

y.=f(z) (87)

Dla neuronéw wejsciowych funkcja aktywacji jest zawsze funkcja liniowa
(f. (x)=x), adla pozostatych neuronéw moze mie¢ posta¢ dowolna, np. logi-

styczna.
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Rozpatrzmy zatem sposdb uczenia sieci wielowarstwowej poprzez kory-
gowanie wag, podobnie jak w przedstawionym wcze$niej sposobie korekcji wag
dla sieci jednowarstwowych.

Podobnie jak poprzednio, dla kazdego potaczenia w sieci musimy wyzna-
czy¢ wartos¢ pochodnej funkcji btedu sieci neuronowej wzgledem wagi pota-
czenia. Dla polaczenia prowadzacego od neuronu j do neuronu i pochodna ma
postac:

OE _OF &, 5E (88)
§w ﬁzé'w 5z

E
Jak mozna tatwo zauwazy¢, czynnik g jest wspolny dla pochodnych
wzgledem wag kazdego z potaczen prowadzacych do i — tego neuronu. Czynnik
ten nazywany jest sygnalem bledu neuronu i. Jest zwykle oznaczany symbo-
lem O, :

& &L
T & & &

Warto$¢ &, tatwo wyznaczy¢, jesli i jest neuronem wyjsciowym w sieci.

f (z)) (89)

Otrzymujemy wtedy:

@zf% ;f@y—w A ©00)

Jedli i nalezy do warstwy ukrytej, to &, wyznacza si¢ na podstawie warto-

$ci sygnatow bledu wszystkich neurondéw nastepujacych po neuronie i:

5=2E_ 2. G, f(z) (1)

52 ke P (i)

Powyzsza formuta wyjasnia nazwg metody — wsteczna propagacja biedu —
warto$ci sygnatow btedow poszczegdlnych neurondéw przekazywane sg od war-
stwy wyjsciowej do kolejnych warstw poprzedzajacych.

Do stosowania wzorow na wyznaczenie sygnatu btedu neuronu konieczna
jest znajomos$¢ pochodnej funkcji aktywacji.

Pochodne dla funkcji liniowej przyjmuje si¢ w postaci f'(z, )=1;

a dla funkcji logistycznej f'(z, )= f(z, )(1-f(z, )=y (1-y,).
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Ponizej przedstawiono iteracyjna procedurg korekty wag potaczen w sie-
ciach neuronowych wielowarstwowych nastgpujaco:

Krok 1: Przyjmujemy losowe wartosci poczatkowe wag potaczen.
Krok 2: Zerujemy wspotczynniki korekty wag dla wszystkich potaczen:
V.o Aw,=0
i,j5jeP (i) ’
Krok 3: Dla kazdego zestawu danych wejsciowych (dla kazdej pary x, d):
— uzywajac biezacych wag potaczen w sieci, obliczamy warto$ci sygna-
6w wyjsciowych otrzymane po wprowadzeniu wartosci wektora x jako sygna-
16w wejsciowych do sieci neuronowe;,
— dla kazdego neuronu wyjsciowego obliczamy warto$¢ sygnatu btedu
(0) za pomoca wzoru (11.13), nastepnie dla neurondw w warstwach ukrytych.

W kolejnosci od ostatniej do pierwszej, wyznacz wartosci sygnatu btedu, korzy-
stajac ze wzoru (62).
— dla kazdego potaczenia (i—j) powigkszamy wartos¢ Awij o wielko$¢

korekty wynikajacej z btedu sieci neuronowej w rozpatrywanym zestawie da-
nych wejsciowych:

Aw; = Aw,; =116, .
Krok 4: Dla kazdego potaczenia (i—j) dokonujemy korekty wagi:

w,

= +Awl.j .

Krok 5: W przypadku nie uzyskania satysfakcjonujacego wyniku — wra-
camy do kroku 2.

12.4.2. Uczenie sieci neuronowych bez nauczyciela

W odrdéznieniu od omawianej powyzej sytuacji, gdzie sie¢ neuronowa byta
uczona wilasciwego zachowania poprzez analize¢ przyktadowych danych wej-
sciowych z odpowiadajacymi im oczekiwanymi rezultatami, uczenie bez na-
uczyciela opiera si¢ jedynie na przetwarzaniu przyktadowych danych wejscio-
wych bez wskazywania, jaka powinna by¢ prawidlowa odpowiedz w danej
sytuacji. Celem dziatania tak budowanej sieci jest rozpoznanie struktury danych,
najczesciej w celu dokonania segmentacji obiektoéw podawanych na wejsciu do
sieci. Problem ten rozni si¢ od klasycznego zadania klasyfikacji, gdzie celem
sieci neuronowej bylo nauczy¢ si¢ okreslania z mozliwie wysoka skutecznoscia,
do ktorej ze znanych kategorii dany obiekt — uwzgledniajac poszczegdlne jego
cechy — nalezy, przy czym zbior uczacy zawierat informacje o poprawne;j kate-
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goryzacji obiektu. W zagadnieniu segmentacji sie¢ musi sama wykry¢, na jakie
kategorie 1 w jaki sposob podzieli¢ obiekty podawane na wejsciu. Najbardziej
znanym wariantem sieci uczonej bez nauczyciela sa samoorganizujace mapy
cech (self organising feature map, SOFM), nazywane tez od nazwiska tworcy
sieciami Kohonena. Zagadnienia sieci samoorganizujacej si¢, obejmuja zakres
logiki rozmytej i systemOéw neuronowych rozmytych i wykraczaja poza ramy
tematyczne niniejszego podrecznika.

183



BIBLIOGRAFIA

Bladowski S. Metody sieciowe w planowaniu i organizacji pracy. Wydawnictwo PWE Warszawa
1970.

Bodny J.A., Murty U.R. Graph Theory with Applications. American Elsevier. 1979.

Bojarski W. Podstawy analizy i inZynierii systemow. PWN Warszawa 1984.

Clark J., Holton A. A First Look At Graph Theory. World Scientific Publishing. 1991.

Deo N. Teoria grafow i jej zastosowania w technice i informatyce. Wydawnictwo PWN. War-
szawa 1980.

Dress G., Reiff K.O. Zagospodarowanie placu budowy. Arkady. Warszawa 1975.

Dyzewski A. Technologia a organizacja budowy. Cz. II. Organizacja i planowanie budowy. Ar-
kady. Warszawa 1971.

Elmaghraby S.E. 4An Algebra for the Analysis of Generalized Activity Networks. Management
Science 1964, No. 3.

Elsner H. 4 Generalized Network Approach to the Planning and Scheduling of a Research Proj-
ect, ,,Operational Research” 1962, vol. 10.

Fusek A., Nowak K., Podlewski H. Analiza drogi krytycznej. CPM i PERT. Wydawnictwo PWE,
Warszawa 1967.

Gass S.L. Programowanie liniowe. Metody i zastosowania. PWN Warszawa 1976.

Golinski J. Metody optymalizacyjne w projektowaniu technicznym. WNT. Warszawa 1974.

Gruszezynski J. Organizacja i planowanie budowy. Wydawnictwo WSR. Monografie i skrypty.
Krakow 1970.

Hellwig. Z. red. praca zbiorowa. Elementy rachunku ekonomicznego. wydanie 1II. PWE, Warsza-
wa 1985.

Idzkiewicz A. PERT. Metody analizy sieciowej. PWN Warszawa 1967.

Ignasiak E. (red.). Badania operacyjne, PWE, Warszawa 2001.

Ignasiak E. Optymalne struktury projektow. PWE, Warszawa 1977.

Ignasiak E. Programowanie sieciowe. PWE, Warszawa 1975.

Jaworski K. M. Metoda rozdziatu zapasu czasu czynnosci w stochastycznych programach siecio-
wych. Archiwum Inzynierii Ladowej 1/78.

Jaworski K. M. Wprowadzenie do problematyki jakosci harmonogramow budowlanych. Przeglad
Budowlany 11/95.

Jaworski K. M. Zagadnienie krytycznosci w planowaniu robot budowlanych. Archiwum Inzynierii
Ladowej 4/80.

Jaworski K.M. Metodologia projektowania realizacji budowy. Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 1999.

Jaworski K.M., Borowik A., A.: Planowanie realizacji proceséw budowlanych przy zastosowaniu
grafow dysjunktywnych. Archiwum Inzynierii Ladowej 4/86.

Jaworski K.M., Lenkiewicz W. Organizacja i planowanie w budownictwie. Wydawnictwa Poli-
techniki Warszawskiej, Warszawa 1992.

Korzan B. Elementy teorii grafow i sieci. WNT, Warszawa 1978.

Kotarbinski T. Traktat o dobrej robocie. Wydawnictwo Ossolineum. Warszawa 1975.

Krawczyk S. Badania operacyjne dla menedzeréw, AE, Wroctaw 1996.

Krawczyk S. Metody ilosciowe w logistyce (przedsiebiorstwa). Wydawnictwo C.H. Beck. War-
szawa 2001.

Krawczyk S. Metody ilosciowe w planowaniu (dzialalnosci przedsiebiorstwa) Wydawnictwo C.H.
Beck. Warszawa 2001.

184



Andrzej Wozniak

Kukuta K. (red). Badania operacyjne w przyktadach i zadaniach. Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 1993.

Kulikowski J. L. Zarys teorii grafow. Zastosowania w technice. PWN. Warszawa 1986.

Lange O. Ekonomia polityczna t.1 Panstwowe Wydawnictwo Naukowe. Warszawa 1969.

Leski J. Systemy neuronowo-rozmyte. Wydawnictwo Naukowo-Techniczne. Warszawa 2008.

Martyniak Z. Metody organizowania procesow pracy. PWE. Warszawa 1996.

Martyniak Z. red. praca zbiorowa. Nowe metody organizacji i zarzqdzania. Wydawnictwo Aka-
demii Ekonomicznej. Krakow 1998.

Ore O. Wstep do teorii grafow. Wydawnictwo PWN Warszawa 1969.

Potonski M. Planowanie realizacji inwestycji melioracyjnych w funkcji czasu i srodkow na pod-
stawie harmonogramow sieciowych. Wydawnictwo Szkoty Gtéwnej Gospodarstwa Wiej-
skiego, Seria: Rozprawy Naukowe i Monografie nr 203. Warszawa 1995.

Porgbski Z., Jarostawski K. Metody analizy drogi krytycznej i ich zastosowanie w przedsigbior-
stwie. WNT, Warszawa 1970.

Radzikowski W. Matematyczne techniki zarzqdzania. Wydawnictwo PWE, Warszawa 1980.

Supernat J. Techniki decyzyjne i organizatorskie. Kolonia Limited. Wroctaw 2003.

Trzaskalik T. (red.). Pakiet programow dydaktycznych programowania liniowego. AE, Katowice
1996.

Trzaskalik T. Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem. Polskie Wydawnictwo Eko-
nomiczne. Warszawa 2003.

Trzaskalik T. Modelowanie optymalizacyjne. Absolwent, £6dz 2001.

Trocki M, Grucza B., Ogonek K. Zarzqdzanie projektami. Polskie Wydawnictwo Ekonomiczne.
Warszawa 2003.

Wagner H. M. Badania operacyjne. Zastosowania w zarzqdzaniu. PWH. Warszawa 1980.

Wilson R.J., Beineke L.W. Applications of Graph Theory. Academic Press 1979.

Wilson R. J. Wprowadzenie do teorii grafow. Wydawnictwo Naukowe PWN Warszawa 2007.

Zieleniewski J. Organizacja i zarzqdzanie. Wydawnictwo PWN. Wyd. 7. Warszawa 1981.

Zuber R. Metody sieciowe w planowaniu przygotowania produkcj., Przeglad Organizacji 1974, nr 10.

Zuber R. Technika planowania i kierowania przedsiewzigciami badawczymi i projektowymi za
pomocq sieci stochastycznych. Politechnika Warszawska, Warszawa 1997.

Zuber R. Zarzqdzanie przedsiewzieciami. Politechnika Warszawska, Warszawa 1999.

185



186

GRAFY I SIECI W TECHNIKACH DECYZYJNYCH

Streszczenie

,»Grafy i sieci w technikach decyzyjnych”, w zalozeniu autora jest podrgcz-
nikiemprzeznaczonym dla studentow z kierunkow zarzadzanie i inzynieria pro-
dukcji. Kierunek ten, szczegélnie w jego zakresie dotyczacym inzynierii produkcji
koncentruje si¢ na zarzadzaniu opartym na szkole ilo$ciowej i teorii systemow ja-
ko uzupelniajaca wobec kierunkéw klasycznych i behawioralnych. Ta idea zarza-
dzania koncentruje si¢ na sposobie podejmowania decyzji wspomaganych mode-
lowaniem i programowaniem matematycznym. Badania operacyjne i teoria grafow
sa zbiorami wielu réznych metod i algorytméw umozliwiajacych optymalizacje
procesu poszukiwania decyzji optymalnych. W ostatnich latach daje si¢ zauwazy¢
powr6t do badan operacyjnych jako doskonatego narzgdzia menedzerskiego. Po-
wrot ten przejawia si¢ w mnogosci podrecznikow i publikacji ukazujacych sig
ostatnio na rynku wydawniczym, a dotyczacych tych zagadnien. Oczywiscie roz-
woj techniki informatycznej i zwiazany z tym rozwdj teorii grafow przyczynit sig
do tego w znacznej mierze. Przedstawiany podrgcznik nie zawiera nowych ele-
mentow rozwijajacych teorie grafow czy teorig badan operacyjnych, jest tylko
proba uporzadkowania i skoncentrowania w jednym miejscu wybranych metod
praktycznego wspomagania decyzji menedzerskich. Zakres problematyki zawartej
w podrgcezniku jest stosunkowo waski, dotyczy bowiem tych metod i technik za-
rzadzania, ktore z szerokiej gamy metod ilosciowych wykorzystuja te, ktore w ja-
kiej$ mierze wykorzystuja grafy, drzewa lub sieci. Zamierzeniem autora bylo na-
pisanie podrecznika stanowiacego pomoc dla studentow w nauce przedmiotow,
takich jak badania operacyjne, logistyka czy zarzadzanie produkcja i ustugami,
koncentrujac si¢ glownie nie na teorii a praktyce podejmowani decyzji.

Rozdzialy 1, 2 i 3 wprowadzaja Czytelnika w zagadnienie grafow, sieci
i harmonogramow i ich mozliwosci wykorzystania w procesach decyzyjnych.

Rozdzialy 4 i 5 pokazuja proste techniki konstrukcyjne i obliczeniowe
grafow sieciowych o zasadniczo odmiennej konstrukcji. Jedne z nich opieraja sig
na zasadzie reprezentowania czynno$ci przez krawedzi (CPA) inne oparte na
czynno$ci w wezle (MPM).

Rozdziat 6 poswigcony zostat technikom optymalizacyjnym w sieciach, od
techniki planowania zasobow poprzez analiz¢ przeptywu w sieciach do analizy
czasowo-kosztowej.

Rozdzial 7 przedstawia sieci o stochastycznej strukturze logicznej (GERT)
i przyktadowy sposob ich konstruowania i obliczania.

Dwa nastgpne rozdziaty pokazuja wykorzystanie sieci zaleznosci do prak-
tycznego rozwiazywania probleméw decyzyjnych zwiazanych z planowaniem
infrastrukturalnym. Zagadnienie konstrukcji minimalnego drzewa rozpinajacego
zaprezentowane zostato na przykladzie optymalnego planowania sieci $wiatlowo-
dowej, a problem najkrotszej drogi w grafie w optymalizacji zagadnien transpor-
towych.

Pomocne w procesie podejmowani decyzji w warunkach niepelnej infor-
macji, szczegdlnie w procesie wieloetapowym, sa drzewa decyzyjne. W rozdziale
10 zamieszczono sposOb przedstawienie wieloetapowego problemu decyzyjnego
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w postaci grafu (drzewa decyzyjnego) oraz metod¢ wyboru optymalnej decyzji
w zadanych warunkach zmiennosci stanu natury.

Zagadnienia zwiazane z planowaniem produkcji bardzo czgsto koncentruja
si¢ na problemie przeptywéw migdzystanowiskowych i okreslaniu wewngtrznego
zapotrzebowania materialowego w procesie produkcji — (Material Requirement
Planning). Poszukiwanie optymalnego rozwigzania MRP wymaga modelowego
zapisu procesu produkcji w postaci grafu (graf Gozinto) a nastgpni, w postgpowa-
niu algebraicznym wyznaczenie zmiennych decyzyjnych. Rozdzial 11 poswigcony
zostat tej tematyce.

Rozdziat konczacy (12) obejmuje nowa technikg poszukiwania optymal-
nych decyzji, ktérych podstawa sa sztuczne sieci neuronowe. Metody podejmowa-
nia decyzji z wykorzystaniem sztucznej inteligencji sa stosunkowo nowym i przy-
szlosciowym rozwiazaniem, a powszechne wykorzystanie ich w technikach
decyzyjnych, mimo coraz szerszego zastosowania, wydaje si¢ by¢ dopiero na po-
czatku drogi rozwoju.
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GRAPH AND NETWORK ANALYSIS
IN DECISION MAKING TECHNIQUES

Summary

Graph And Network Analysis In Decision Making Techniques, has been de-
signed by the Author as a handbook addressed mainly to the students of Manage-
ment and Process Engineering. This programme, particularly in its part focused
on process engineering, deals mainly with management based on operational re-
search and system theory as supplementary to classical and behavioral school.
This concept of management concentrates on decision making technique supported
by mathematical modeling and programming. Operational researchand graph
theory are sets ofmany different methods and algorithms facilitating the process
offinding optimum decision process. A revival of operational research methods as
an excellent tool of decision making process has been observed recently, espe-
cially on editors market as a diversity of handbooks and other publications ad-
dressing these issues.Obviously, both the development of computer science and
graph theory have significantly contributed to this process.However, the presented
handbookdoes not contain any new elements advancing operational research or
graph theory but is just an attempt to arrange some methods and decision making
technique to aid students better absorb this kind of knowledge. The scopeof the
handbook is relatively narrowed focusingon these decision making techniques
which are directly connected to the graph theory. It was the Author’s intention to
write a handbook which would be helpful to students studying subjects like logi-
stic, production process or service management, but would focusrather ondecision
making in practice than considering its theoretical basis.

Chapters 1,2 and 3 introduce the readers to graph and network theory as
well as scheduling techniques and present their applications in decision making
processes.

Chapters 4 and 5 show simple network analysis and computational tech-
niquesoftwo completely different kinds of graphs. The first ones concern the gra-
phs with activities on the edges (CPM) — the other — activitiesin the nodes (MPM-
METRA).

Chapter 6 is devoted to optimization techniques in network analysis fro-
mresources planning techniques, throughflow analysis to time-cost analysis.

Other kind of networks is presented in chapter 7. The networks with stocha-
stic logical structure have been discussed(GERT method) as well ascomputational
techniquesof analysis.

The next two chapters show (dependency) network analysis used for practi-
cal engineering problem solvingin some infrastructural utilities planning. Mini-
mum tacking trees problem is shown on theexample of optical wave-
guideevenlydistributed, whereas theshorter path seeking problem has been pre-
sented on an example of real transportation issue.

The decision trees are considered as very helpful tools of decision making
problem underuncertain information circumstances.In Chapter 10,the multiphase
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decision problem is shown and the computational techniques are presented using
decision treegraph.

The problems of production process planning usually focus on optimization
of flow between work places ormaterial requirement planning.Finding an optimum
solution of MRP requires a mathematical model in a graph shape (Gozinto graph)
followed by determining decision variables.Chapter 11 is fully devoted to this pro-
blem.

Final Chapter 12 presents the new techniques ofoptimal decision seeking
based on the neuron networks. Methods of decision making using the artificial in-
telligence arerelatively newtools used in this process but with considerable future
potential. However despite extending applications, their common use in decision
making techniques seems to be only at the start of progress.
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