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RELACJE ALLOMETRYCZNE DLA MIAST
ZACHODZACE MIEDZY LICZBA DZIALEK,
POLEM POWIERZCHNI MIASTA
ORAZ LICZBA MIESZKANCOW

ALLOMETRIC RELATIONSHIP
FOR CITIES LINKING NUMER OF LAND PARCELS,
AREA OF A CITY, AND POPULATION

Streszczenie

W pracy zbadano relacje allometryczne opisujace zwiazki pomigdzy liczba
dziatek w granicach administracyjnych miasta, N,, calkowitym polem powierzchni
miasta, S,,,, oraz liczba mieszkancoéw miasta, N. W wyniku przeprowadzonej ana-
lizy wyznaczone zostaty trzy wykladniki ), 3, oraz ¥y wystgpujace, odpowiednio,
w relacjach allometrycznych S, o< NB N, o< N¥ oraz, Nyo< S,/ .

Stowa kluczowe: relacja allometryczna, miasto, dziatka, pole powierzchni miasta,
liczba mieszkancow

Summary

In this paper the allometric relationship between the number of land par-
cels within administrative boundaries of a city, N, total area of a city, S,,, and the
population of a city, N, were investigated. As a result of the analysis, the three ex-
ponents %, ¥, and yof the allometric relations S,,, o< NB N, < N¥ and Ny o< S,
were determined.

Key words: allometric relation, city, land parcel, area of a city, population
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WPROWADZENIE

Juz w XVII wieku Galileusz wykazal, ze nie istnieja olbrzymy wiele razy
wigksze od cztowieka. Jesli hipotetycznie taki olbrzym bylby 10 razy wigkszy
(wyzszy, majacy dtuzsze stopy) od czlowieka, to jego objetos¢ oraz masa bytyby
1000 razy wigksze. Obciazenie jednostki powierzchni przekroju kosci olbrzyma
wzrostoby w poréwnaniu z czlowiekiem 1000/100 = 10 razy. Olbrzym okazalby
si¢ wtedy zbyt ,.kruchy”, zeby funkcjonowaé. Analogiczne rozumowanie stosuje
si¢ dla wyjasnienia wielu ogoélnych prawidlowosci obserwowanych w przyro-
dzie. Powyzszy przyktad pokazuje istot¢ allometrii — nauki o relacjach migdzy
wybranymi wielko$ciami charakteryzujacymi uktad. Relacja ta zwana jest row-
niez prawem potgegowym czy prawem skalowania. Ogolnie, prawa skalowania
moéwia nam w jaki sposob pewne mierzalne wlasnosci systemu zmieniaja sig, na
przyktad, wraz z jego rozmiarami liniowymi (skala). Wspomniane wiasno$ci
(miary) systemu to, na przyklad, jego objetos¢, obwdd, masa, czy pole po-
wierzchni. Moze to by¢ rowniez liczba réznych gatunkow zwierzat zamieszkuja-
cych dany obszar. Prawo skalowania mozna zapisa¢ w formie nastgpujacej rela-
cji potegowej:

Yo X (1)

gdzie X jest rozmiarem liniowym uktadu, Y jego wybrana miara, natomiast a
oznacza tutaj wyktadnik definiujacy prawo potegowe. Wyktadnik ten moze by¢
liczba calkowita (na przyktad, a = 3 jesli relacja skalowania opisuje zwiazek
migdzy objetoscia a rozmiarami liniowymi bryty), moze przyjmowaé réwniez
warto$ci utamkowe. Te ostatnie pojawiaja si¢ czgsto jesli skalowanie dotyczy
uktadéw fraktalnych [Mandelbrot 1977, Bejan 2000; Peitgen, Richter 1986].
Prawom skalowania podlega wiele zjawisk zaréwno naturalnych jak i tych
bedacych dzietem cztowieka [Newman 2005]. W szczegdlnosci prawa skalowa-
nia dotycza rozwoju i przestrzennej organizacji miast. Do najbardziej znanych
nalezy prawo Zipfa [Zipf 1949; Gabaix, loannides 2004], zgodnie z ktorym roz-
ktad wielkosci miast uszeregowanych wedlug liczby mieszkancdéw jest opisany
funkcja odwrotnie potegowa o wyktadniku n = 2. Rozktad pdl powierzchni miast
jest opisany prawem odwrotnie potegowym o wyktadniku » = 1,85 [Makse i in.
1995, 1998]. W pracach [Batty, Longley 1994; Chen, Zhou 2008] przedstawiono
empiryczny dowdd, ze obszary metropolitarne wykazuja morfologig fraktalna.
Wtasnosci fraktalne zostaty niedawno odtworzone w licznych modelach rozwoju
przestrzennego duzych systemow urbanistycznych [Makse i in. 1995, 1998;
Zanette, Manrubia 1997; Manrubia i in. 1999; Reed 2002]. Najlepiej zbadane
relacje allometryczne opisuja zaleznos$¢ pomigdzy catkowita powierzchnia mia-
sta a lego liczba mieszkancow [Batty, Longley 1994; Nordbeck 1971] oraz za-
lezno$¢ migdzy powierzchnia miasta a catkowita dlugoscia jego granicy (obwo-
du) [Makse i in. 1995; Zhang i in. 2008]. Inne relacje dotycza zwiazku migdzy
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powierzchnia miasta a catkowita powierzchnia jego droég [Samaniego, Moses
2008]. Celem niniejszej pracy jest ustalenie relacji allometrycznych pomiedzy
catkowitq liczbq dziatek w miescie, jego polem powierzchni oraz liczbq miesz-
kancow.

WYNIKI ANALIZY

Baza danych. Do analiz wykorzystane zostaly dane z siedmiu polskich
miast: Krakowa, Zakopanego, Starogardu Gdanskiego, Bytomia, Kielc, Jedrze-
jowa, Lodzi oraz jednego miasta szwedzkiego — Malmo. Baza danych zawiera
informacje o polach powierzchni poszczegoélnych dziatek ewidencyjnych znaj-
dujacych si¢ w obrebie granic administracyjnych miasta. Podstawowe charakte-
rystyki, takie jak liczba mieszkancoéw, pole powierzchni, liczba dzialek oraz
srednie pole powierzchni, zestawione zostaly w tabeli 1 (stan na rok 2002). Jak
wida¢, liczba mieszkancéw zmienia sie w zakresie dwoch rzedéw wielkosci.
Dodatkowo, miasta ktére byly przedmiotem badan roznia si¢ pod wzgledem
potozenia geograficznego. Rézne byty tez okresy ich powstania oraz procesy
ekonomiczne i historyczne wptywajace na ich rozwoj.

Tabela 1. Zestawienie informacji o analizowanych miastach
Table 1. A summary of inforamtion about the cities analyzed

Catkowita Liczba Liczba dziatek Srednia
. powierzchnia [km?] mieszkancow Number powierzchnia
Miasto S
Cit Total area [tys.] of parcels dziatki [m”]
y [km?] Population Average parcel’s

[Thousands] area [m’]
Krakow 326,84 734.4 146,948 2224,32
Zakopane 84,25 29,7 26,101 3227,98
Starogard Gd. 25,27 50,6 10,024 2521,42
Bytom 69,39 199,6 33,077 2097,92
Kielce 109,61 209,8 41,194 2660,76
Jedrzejow 11,37 18,1 4,851 2343,13
Lodz 288,26 783,7 84,856 3397,07
Malmé 174,10 260,6 29,756 5850,41

Relacje allometryczne. Przedmiotem badan byly wzajemne zwiazki mig-
dzy calkowitym polem powierzchni miasta, S, liczba wszystkich dziatek
w miescie, N;, oraz jego liczba mieszkancow, N. Przeprowadzajac analize da-
nych zaktadano, ze prawa skalowania opisujace w jaki sposob liczba dzialtek
oraz powierzchnia miasta zmieniaja si¢ wraz z liczba jego mieszkancow dane sa
przez nastgpujace relacje potggowe:
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S, o« N @)
N, o< N 3)
Nd o< Stuty (4)

Wyznaczenie praw skalowania polegato na ustaleniu wyktadnikow
Vs, V4, 0raz ¥ wystepujacych w rownaniach (2) — (4).

Rysunek 1 przedstawia zalezno$¢ logarytmu naturalnego liczby dziatek
znajdujacych si¢ w obrgbie granic administracyjnych miasta od logarytmu natu-
ralnego catkowitego pola powierzchni miasta. Punkty na wykresie reprezentuja
osiem miast opisanych w tabeli 1. Linia prosta dopasowana do punktow metoda
najmniejszych kwadratow dana jest rOwnaniem

InN,=(631%+0,50)+(090+0,11)inS, .
Mamy zatem

¥=090+0,11 (5)

Na rysunku 2 przedstawiona zostata zaleznos$¢ logarytmu naturalnego pola
powierzchni miasta, S,,;, oraz liczby dziatek, N, od logarytmu naturalnego licz-
by mieszkancow miasta, N, dla o$miu miast przedstawionych w tabeli 1. Do
danych zostaly dopasowane linie proste metoda najmniejszych kwadratow. Dla

funkcji N N) otrzymano zaleznosé In N, =(6,89+0,71)+(0,69+0,14)In N,
natomiast dla funkcji S,,(N) otrzymano:

InS, =(085+080)+(0,73+0,16)In N.

Stad
v, =0,6910,14 (6)

Y, =0,73£0,16 (7)

Wspotczynniki korelacji, », dla wyznaczonych zaleznosci NAN), S(N),
oraz NS, wynosily, odpowiednio, 0,896, 0,885, oraz 0,958.

Odnotujmy, ze trzy wyktadniki yoraz ¥, 1 y,nie sq niezalezne. Wyktad-
nik y mozna bowiem wyznaczy¢ na podstawie wartosci g 1 ¥,, korzystajac
zrelacji ¥ =%,/ ¥, ktora wynika wprost ze wzorow (2) — (4). Na podstawie (6)
i (7) otrzymujemy wowczas Y =0,95+0,28. Jest to warto$¢ zgodna w granicach

btedu statystycznego z wartoscia obliczona bezposrednio metoda regres;ji,
v=090+011.
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Rysunek 1. Logarytm naturalny liczby dzialek, N,, w funkcji logarytmu naturalnego
catkowitego pola powierzchni miasta, S,,,, mierzonego w km”. Linia prosta dopasowana
do danych metoda najmniejszych kwadratow daje y= 0,90 = 0,11 (por. wzor (4))
Figure 1. Natural logarithm of the number of the parcels, N,, as a function of the natural
logarithm of the total city area, S,,,, expressed in km?. The linear least-squares fitting
applied to the data yielded y= 0,90 + 0,11 (cf. equation (4))

T 1 T T T y T

151 . . -
pole powierzchni (S, )

O iotal area (Sm)

| liczba dzialek (N,)
B humber of parcels (N) o

In Sm' In Nd

Rysunek 2. Wykres zalezno$ci logarytmu naturalnego liczby dzialek w miescie, N,
oraz catkowitego pola powierzchni miasta, S,,, mierzonego w km?, w funkcji logarytmu
naturalnego liczby mieszkancéw N (w tysiacach). Do danych zostaly dopasowane
metoda najmniejszych kwadratéw linie proste. Otrzymano nastgpujace wartosci
wyktadnikow: % = 0,69 £ 0,14 oraz 3= 0,73 + 0,16 (por. wzory (2) i (3))
Figure 2. Natural logarithm of the number of the parcels, N, and of the total city area,
S,r, expressed in km?, plotted as a function of the natural logarithm of the number
of inhabitants, N (in Thousands). The linear east-squares fitting applied to the data gave
the following values of the exponents: % = 0,69 £ 0,14 and %= 0,73 £ 0,16
(cf. equations (2) and (3))
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Srednie pole powierzchni S, dziatki jest ilorazem catkowitej powierzchni
miasta i liczby dzialek. Stad, na mocy (2) i (3)

S :%oc N7s77 :]\[0’04 (8)
d
Powyzszy wynik oznacza, ze $rednia powierzchnia dziatki praktycznie nie
zalezy od wielkosci (liczby mieszkancow) miasta lecz fluktuuje wokot pewnej
statej wartosci. Znajduje to potwierdzenie w danych przedstawionych w tabeli 1,
gdzie wielkos¢ Sy, dla polskich miast oscyluje faktycznie wokot wartosci 2500
m’ (wyjatek stanowi tylko szwedzkie miasto Malmg).

DYSKUSJA

Fakt, Ze trzy otrzymane wyktadniki pg, ¥,, oraz ¥ nie sq liczbami catko-

witymi moze wydawac sig nieco zaskakujacy. Wynik ten jest jednak zrozumiaty
kontek$cie rozwijanych ostatnio intensywnie nowych teorii opisujacych rozwoj
aglomeracji miejskich. Obok istniejacego od dawna tak zwanego ,,modelu gra-
witacyjnego” aglomeracji [Reilly 1931], powstalo podejscie traktujace rozrost
metropoli wokét centrum przemystowo-administracyjnego jako proces samoor-
ganizacji [Batty i in. 1989; Batty, Longley 1994; Makse i in. 1995; Allen 1997].
Wspomniane procesy samoorganizacji prowadza do powstania fraktalnej mor-
fologii miast. W konsekwencji relacje allometryczne wiazace wlasnosci miast
takie jak jego obwod, rozmiary liniowe, populacja itp. opisane sa na przez wy-
ktadniki utamkowe. Dotyczy to rowniez — jak pokazuja otrzymane wyniki —
wzajemne;j relacji taczacej liczbe dziatek, pole powierzchni i populacjg miasta.
Nalezy odnotowac¢, ze Nordbeck [1971] sugeruje, iz wspotczynnik v, po-
winien mie¢ wartos¢ rowna 2/3. Dla miast skandynawskich uzyskal on wspot-
czynnik bardzo zblizony do tej wartosci, y, =0,65. Inni autorzy [Muth 1969;

Woldenberg 1973; Batty, Longley 1994] uzyskali z kolei wyktadniki 7y, <1
bliskie jednosci. Podstawowa trudno$¢ zwiazana z wyznaczeniem Y, wynika
z niejednoznacznos$ci definicji pola powierzchni miasta. Uzyskany w niniejszej
pracy wykladnik v, =0,73, obliczony na podstawie powierzchni administracyj-
nej miasta, jest zatem blizszy wartosci proponowanej przez Nordbecka.

Relacja skalowania (2) z wykfadnikiem 7y, <1 oznacza, ze ggstos¢ zalud-

nienia ro$nie wraz z liczba mieszkancéw miasta. Ponizej przedstawig argumenty,
ze relacja ta moze postuzy¢ do jakosciowego wyjasnienia mechanizmu powo-
dujacego wzrost ceny jednostkowej gruntu wraz ze wzrostem liczby mieszkan-
co6w miasta. Mozna mianowicie przyjac¢ zatozenie, ze cena jednostki powierzch-
ni gruntu, C%“ odpowiada réownowadze miedzy podaza i popytem.
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W przyblizeniu mozna przyjaé, ze cena ta jest wprost proporcjonalna do wielko-
$ci $rodkéw jakimi dysponuje populacja Zyjaca na terenie miasta, a odwrotnie
proporcjonalna do zasobdéw gruntu oferowanych do sprzedazy. Mozna zatozyc¢,
zasob gruntow jest proporcjonalny do catkowitego pola powierzchni miasta, S;,;.
Wielkos¢ srodkéw jest natomiast wprost proporcjonalna do liczebnosci popula-
cji miasta, N. Oznacza to, ze cena jednostkowa gruntu jest proporcjonalna do
nastepujacego ilorazu C’ o< N/S,,.. Wykorzystujac relacje (2) dostajemy naste-
pujacy zwiazek:

C/ed oc NU75) = NO2T 9)

Oznacza to, ze cena gruntu jest proporcjonalna do gestosci zaludnienia
i ro$nie wraz z liczba mieszkancow miasta. Innymi stowy, stosunek ceny jed-
nostkowej gruntu w dwoch miastach o populacjach N; i N, jest rowny
C*/C =(N,/N,)” . Dla przyktadu, cena gruntu w miescie liczacym milion
mieszkancow powinna by¢ okoto 3,5 razy wyzsza niz w miescie liczacym dzie-
sig¢ tysiecy mieszkancow. Jest to wynik realistyczny. W przedstawionym powy-
zej rozumowaniu zaktadamy, ze jedynym czynnikiem réznicujacym poziom cen
jest liczba mieszkancow. Pomijamy wptyw takich czynnikdéw jakim jest zrozni-
cowanie rozwoju ekonomicznego porownywanych miast czy ich lokalizacja.
Oczywiscie, aby sprawdzi¢ w jakim stopniu zwiazek (9) opisuje zaleznos¢ cen
jednostkowych gruntu od wielko$ci miasta nalezy przeprowadzi¢ dalsze badania.

PODSUMOWANIE

W pracy zostaly zbadane zwiazki pomigdzy liczba dzialek, polem po-
wierzchni oraz liczba mieszkancow miasta. Do badan uzyto dane dotyczace
o$miu miast o liczbie mieszkancow zamieniajacej si¢ w zakresie dwoch rzedow
wielkoéci. Wyznaczone zostaly wartosci trzech wykladnikow 1y, =0,73,

v, =0.69, oraz y=090 wystgpujacych w relacjach allometrycznych (2) — (4).

Otrzymana warto$§¢ wyktadnika 7 mieSci si¢ w zakresie warto$ci znanych
z literatury, obliczonych dla innych miast. W pracy przedstawiono réwniez ar-
gumenty, ze otrzymane zwiazki allometryczne moga stuzy¢ do jakosciowego
wyjasnienia wzrostu cen dziatek gruntowych wraz z wielkoscia miasta.
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